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Capitolul 1 


Р LEGILE TEORIEI MACROSCOPICE А 
CÂMPULUI ELECTROMAGNETIC 


1.1. NOTIUNI INTRODUCTIVE 


1.1.1. Câmpuri 


Câmpul electric esté: starea fizică particulară a spațiului, їп care se produc forje 
vlectrive (forte care se exercită asupra corpurilor încărcate cu sarcină electrică şi care 
depind de intensitatea câmpului electric local). Câmpul electric poate fi produs fie 
aducând sarcini electrice în regiunea în care urmează să se producă câmpul, fie folosind in 
acea regiune un câmp magnetic a cărui valoare variază în timp. Câmpul magnetic este 
starea fizică particulară a spaţiului, în саге зе exercită forțe magnetice (forle care se 
exercită asupra corpurilor. parcurse де curenţi: electrici macroscopici sau moleculari, 
aceştia din urmă producând magnetizareá corpurilor respegtive). 

Câmpul electromagnetic este starea fizică particulară a spaţiului, în care există 
simultan câmp magnctic şi câmp electric, ambele câmpuri fiind variabile în timp. 

Studiul. fenomenelor din câmpul electromagnetic s-a dezvoltat în cinci etape, 
caracterizate. „de Jeoriile: „acţiunii la distanță, macroscopică, microscopică, relativităţii, 
cuantică; ^ 02222 ti г 


2.11.2; Teoria acfiunii la distánjă ` 


Până Ја începutul secolului al XIX-lea s-a crezut că forţele şi momentele de natură 
electrică sau magnetică se exercită direct şi instantaneu între ele. De exemplu, s-a 
considerat сӣ oricât de mare ar fi distanța dintre două corpuri electrizate, modificarea 
stării de electrizare a unuia dintre ele atrage după sine schimbarea, în același moment a 
forței care acţionează asupra celuilalt corp. 


1.1.3, Teoria macroscopică clasică a fenomenelor electromagnetice 


М. Faraday a emis ipoteza existenței unor câmpuri electrice şi magnetice în spațiul 
din jurul conductoarelor electrice, саге au proprietatea de a acţiona prin forțe asupra altor 
corpuri electrizate, magnetizate sau parcurse de curent aflate în câmp. 


| 
: 
| 
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Pomind de la ideile lui М. Faraday, in 1864 Ј.С. Maxwell а formulat "teoria 
câmpului electromagnetic pentru corpurile in repaus”, care а fost publicată în 1873 in 
lucrarea "Tratate despre electricitate şi magnetism", Н. Hertz (1857-1894) a extins teoria 
şi asupra corpurilor in mişcare. 

la baza teoriilor lui Maxwell şi Hertz stă concepția despre câmpul 
electromagnetic, potrivit căreia acţiunile electrice şi magnetice se transmit în spaţii şi in 
limp din aproape in aproupe cu о viteză foarte mare, dar finită. De aceea, teoria 
macroscopică a câmpului electromagnetic se mai numeşte si teoria Maxwell-Hertz sau 
teoria acţiunii din aproape în aproape. Teoria macroscopică a câmpului electromagnetic 
nu ţine seama de strările sistemelor fizice la scară atomică. 


1.1.4. Teoria microscopică clasică a fenomenelor electromagnetice 


După cum se ştie, teoria clasică a electronilor a fost elaborată de Н.А. Lorentz 
(1853-1928) datorită succeselor teoriei atomice a materiei, care a impus să se ia in 
considerare si în electromagnetism structura discontinuă а corpurilor la scară atomită. 
Teoria microscopică clasică admite ca unică mărime de stare a corpurilor sarcina electrică 
microscopică prin care. se caracterizează particulele elementare, permițând astfel 
explicarea unui mare număr de fenomene în contradicție си teoria macroscopică clasică. 


Я л Teoria elegtrodinamicá relativistà = 


Pe baza teoriei relativităţii restrânse, publicată in 1905 de A. Einstein, s-a extins 
revizuirea fundamentală a conceptelor -.electrodinamicii -clasice macroscopice şi 
microscopice. Această teorie, în care unele mărimi (hingime, masă, timp) depind de starea 
cinematicá a sistemului de referinţă la care ele se raportează, a explicat discordanța dintre 
teoriile clasice, precum si dintre rezultatele experienţelor efectuate cu corpuri şi particule 
cu viteze apropiate de cca a luminii. 


1.1.6. Teoria electrodinamică cuantică 


A apárut din necesitatea de a explica stabilitatea particulelor elementare, 
momentul magnetic propriu al acestora, efectul foto-electric, efectul Compton (1923) etc., 
оре $i legi саге nu au putut fi explicate пісі in cadrul teoriei microscopice relativiste. 
Teoría electrodinamicá cuantică a rezultat din "teoria cuantelor" inițiată in 1900 de Plank, 
continuată si dezvoltată de mai mulli cercetători contemporani. 


C 


9% 


. 1.1.7. Mărimi ale teoriei macroscopice 


Există mărimi primitive, care nu pot fi definite cu ajutorul altora (lungime, timp, 
masă) sau se pot defini prin intermediul altor mărimi, dar numai recurgând la un 
experiment (forța) şi derivate, care sunt introduse cu ajutorul altora prin relaţiile de 
definiţie (viteza, acceleraţia etc.). Mărimile primitive ale căror unităţi de măsură se aleg 
arbitrar se numesc mărimi fundamentale, iar mărimile саге rezultă din relaţiile de legătură 
cu mărimile fundamentale se numesc mărimi secundare. De exemplu, în mecanică, din 
cele patru mărimi primitive, trei sunt fundamentale (lungimea, timpul, masa) sí una este 
secundară (forța). 


1.1.8. Regimurile fenomenelor electromagnetice 


Se admite că in funcţie de variația mărimilor саге descriu fenomenele 
electromagnetice din teoria macroscopică există următoarele regimuri distincte, care se 
regăsesc şi în prezenta lucrare: 

Regimul static, in care mărimile nu variază în timp, nu se. produc transformări 
energetice, fenomenele electrice se produc independent de cele magnetice, iar cele două 
laturi ale câmpului electromagnetic (electric şi magnetic) se pot studia separat; 

- Regimul staționar, în care mărimile nu variază în timp, dar, spre deosebire de 
regimul static, interacțiunile câmpului cu substanța sunt însoțite de transformări 
energetice; x Ж 

- Regimul cvasistaționar.- în care mărimile variază suficient de lent pentru & se 
putea neglija табаи câmpului electromagnetic (pentru а во putea neglija câmpul 
magnetic produs de variaţia in timp:a fluxului electric); 

- Regimul nestajionar sau regimul variabil, în care mărimile variază їп timp, în 
сад] cel mai general. ў 


1.2, SISTEME DE UNITĂȚI DE MĂSURĂ 
UTILIZATE ÎN ELECTROMAGNETISM 


În relaţiile de legătură între mârimile fundamentale ale teoriei macroscopice a 


câmpului electromagnetic se introduc constantele Yo, £o. He Şi ro, ale căror valori 


(prestabilite) echivalează cu definirea sistemului respectiv. În principiu, în orice relație de 
legüturá se pot introduce constante, însă, în sistemele de апар existente, constantele 
le cu unu. Între constantele din legile şi 


© suplimentare, altele decât cele menționate sunt ера 
teoremele diferitelor sisteme de unităţi există relațiile de logătură. De exemplu, se poate 


demonstra cà intre viteza undei electromagnetice in vid (identicá cu viteza lurninii in vid- 
constantă universală) : Co=3:10* m/s şi constantele £o, Ho, Yo există relația de legătură : 
бое MM 25 d 
Y0VEoko 
Cele patru constante se. regăsesc în mai multe relaţii ale teoriei macroscopice a 
câmpului electromagnetic, dintre care menţionăm următoarele : | 


Payan e iu rus отг. 08 
Б==0(1 + XE: „з ч : ges E А (1.3) 
- B ^ P Е i 
p (14) 
hol! + Хи) 
НЫ еды: 
А: Ж 2; Doe Ы ы AS i5 
4ле0 R2 4 СОК a В о ) 
ово ну: Жы pU RES ЭАе ыры, 
4т R EC us Р 


care exprimă: telatii de definire a inducției magnetice în vid (1.2), а inducției electrice in 
vorpun (1.3). a intensității câmpului electric (1.4), precum şi forțele de repulsie іліге două 
согригі punctiforme. incárcate -cu sarcini egale, plasate în vid (1.5) şi de atracţie pe 
lungimea | a două conductoare plasate în vid la distanța R, parcurse de curenți egali gi de 
acelasi sens (1. буз y й l ү 

Ultimele două relaţii, precum şi altele au à fost inițial considerate legi şi: s-a căutat să 
se dea acestora forme cât mai simple; cu constante unitare. În acest. sens s-au construit 
sisteme de unităţi adecvate. Ultenor când s-au stabilit legi măi generale, iar (1.5), (1.6) 
etc. au devenit teoreme, s-au. construit alte sisteme de unități; care asigurau forme simple 
pentru legile acceptate în perioada respectivă: În acest fel, constante diferite de unu pot 
trece de la o relaţie la alta, in.fünctie de sistemul de unităţi în care se lucrează. Operația 
de trecere a coeficientului ro = 47 din legile generale în alte relatii particulare se numeste 
rajionalizare. În acest caz. constanta adimensională го se numeşte coeficient de 
raţionalizare. Pentru sistemele rationalizate го = 1, iar pentru cele neraţionalizate (clasice), 
rezultă ry = 4m. Astfel, există sistemele de unităţi: CGS electrostatic, COS electro- 
magnetic, COS-Gauss și МКЛ, toate ncraţionalizate (clasice), conform tabelului 1. 

Sistemul MKSA raționalizat menţine ca mărime fundamentală curentul, cu 
unitatea A şi constanta MD Yo = 1. Diferă de sistemul MKSA clasic prin ro = 1, 
deci: uo74n10 H/m; go = — —3 F/m. Raţionalizarea nu afectează mărimile des 

б 4л9.10? 

utilizate: curentul electric i, sarcina electrică а, tensiunea electrică и, fluxul magnetic ф, 
rezistența R, capacitatea C, inductivitatea l; câmpul electric E etc; se modifică însă 


Tabelul 1. 

Sistemul de unități CGS ев. | CGS cem. CGS MKSA MKSA 
electromagnetice neraţ. ncraţ. Gauss nera(. га. (SI) 
| пета! 

Sistemul de unităţi mecanice de CGS 
bază 


Coeficientul de raţionalizare BERE 


T „| 


universale 


____Mărimile fundamentale : - 
* Constantele marcate cu. asterisc definesc: sistemul 


= 


unităţile de măsură pentru inducția electrică D, fluxul electric y, câmpul magnetic Н, 
tensiunea magnetică Иль reluctanța Rm si constantele de material е, д, Xo Xm- În sistemul 
'MKSA s-au adoptat denumiri $1 pentru unităţile mărimilor secundare. 

În 1960 s-a adoptat sistemul МКЅА raţionalizat (completat cu unităţile 
fundamentale pentru temperatură-gradul Kelvin şi pentru intensitatea luminoasă- 
candela), sub denumirea de Sistemul Internațional de unităţi (SI), care а fost adopta! si la 
noi іп țară, in 1961, ca singurul sistem de unităţi de măsură legal şi obligatoriu. 


"43. LEGILE TEORIEI MACROSCOPICE 


Se ştie că legile oricărei leorii, deci şi. ale teoriei macroscopice a fenomenelor 
electromagnetice, se. stabilesc pe. baza constatárilor. experimentale şi sc verifică їп 
practică. Pe parcursul dezvoltării tcoriei unele devin teoreme. 

În paragrafele urmâtoare sunt prezentate opt legi generale şi patru legi de material. 


1 3. І, Legea fluxului electric. Legea legăturii dintre D, E, P 


| T fluxului electric se poate епил{а astfel: Fluxul electric w prin orice 
suprafață închisă S este în orice moment egal cu sarcina electrică q din interiorul 
suprafeţei considerate ; 


ys = [045 =q ал) 
$ 


unde Deste o mărime derivată numită inducție electrică [Сит |, iar dS -element din 
suprafața S [m], conform fig. 1.1. 


Inducfia electrică este definită de expresia: 


DzegE«P, (1.8) 
d $ 2 unde со este o constantă universală numită permitivitate electrică a 
» g МШШ, cu valoarea: 
зай 1 
ы ep = ——— [Fh] | (1.9) 
419-10? 
Fig. 1.1 


Expresia (1.8) se numeşte legea de legătură dintre inducția electrică D, 
intensitatea câmpului electric E şi polarizaţia electrică Р. 
Din (1.7) şi (1.8) se obține sarcina electrică adevărată q: 
[045 = f, (eoE + PS = co ,EdS + [,PdS =q 


unde | Eas = de ye ў С (1.10) 
S £g: © ж 2 usi 

se numeşte fluxul intensității câmpul electric in vid, iar 
ҚР45-%р | (1.11) 


se numeşte fluxul ро!аптапе! electrice printr-o suprafață inchisă: $, ambele fiind mănmu 

derivate. Suma algebncă а. sarcinilor qe şi qp (de polarizatie) reprezintă sarcina electrică 

totală din volumul limitai de suprafața inchisă S (sarcina electrică adevărată) : 
И fe dee ce RAT (1.12) 


| 133. Legea fluxului magnetic 


` Această lege se exprimă astfel: Fiuxul magnetic printr-o suprafaţă închisă S este 


în orice moment egal cu zero: Bd$-0,- n Я (1.13) 
6 Р $ : 


unde B este inducția magnetică [Wbrm?], iar dS -element din suprafaţa închisă 5 [m°]. 

Ы Din (1.7) şi (1.13) se deduce că nu există sarcini magnetice care să producă câmp 
] magncuc, aga curn sarcinile electrice produc câmp electric. Cámpurile de vecton cu flux nul 
se numese câmpuri solenoidale, deci vectorii inducției magnetice formează un câmp 

| solenoidal, ále cărui linii nu au extremități în interiorul suprafeței închise S din câmp. 
Dacă S, Я S; sunt două suprafeţe limitate de un contur comun C, ambele suprafeţe 
formând o suprafață inchisă S, atunci fluxurile Фф Я $2 pnn suprafeţele menționate (fig.1.2) 
sunt. фу = Б, BaS, şi da = m Bd$, , iar fluxul total dat de legea fluxului magnetic este. 


фе f, BdS = f, BdS, +}, BAS; -0. 


Suprafațele S; și S; sunt pürp ale suprafeței închise S, la care elementul 45 este 


LI 


mereu îndreptat către exterior, deci 45, = -4$ si 
45:45) 45, = 45. Rezultă; 


E 2. Жан... =. ж 
$ = | Bd5 = -fs В45 T 895 =ф,-фр=0. 
1 
95 5 deci: фі 76; (1.14) 
adică fluxul magnetic este conservativ. Rezultă că 
8 fluxul magnetic prin orice secțiune limitată de 
Fig. 1.2 conturul C este acelaşi în orice moment. * 


1.3.3. Legea inducției electromagnetice 


Se enunţă astfel: Tensiunea electromotoare u 

produsă prin inducţie electromagnetică de-a lungul 

‚ unei curbe închise C oarecare este egală cu viteza de 

scădere. în timp а “Muxului magnetic $ printr-o 
“suprafaţă S care se sprijină pe curba C (fig.1.3) : 


dà. 
= 2: 1.15 
d д (1.15) 
Se ше "un 14 Edi si $ = f Bd5 
2 г dici: 

А р Р CER S M a 
4 а Га =. &; 46 
Fig. 1.3 f Fai m d (1.16) 


care reprezintă a doua formà a legii “inducției electromagnetice. Legea inducției 
electromagnetice a fost stabilită în 1831 dé M. Faraday pentru contururi C conductoare, 
Faraday a observat că într-un inel conductor omogen se stabileşte un curent electric de 
conductie dacă, şi atâta timp cât, fluxul magnetic prin suprafața limitată de incl variază 
(de exemplu, în timpul apropierii unui magnet permanent de inel). Apariţia curentului în 
incl este datorată faptului că s-a imprimat sarcinilor o mişcare ordonată, sub acțiunea 
unor forțe, deci înseamnă cá a apărut un câmp electric. Această lege exprimă astfel 
legătura dintre câmpul magnetic şi câmpul electric. 


1.3.4. Legea circuitului magnetic. Legen legăturii dintre В, HM 


Legea circuitului magnetic se exprimă astfel: Tensiunea magnetomotoare Um 
de-a lungul conturului închis С este egală cu suma dintre curentul de conductie 
total ce străbate o suprafaţă S sprijinită pe curba C şi viteza de creştere în timp a 
fluxului electric prin S (fig.1.4): 


Um = f Hdi = |5148 ©, D4$, (1.17) 


unde Heste о mărime derivată numită intensitatea 


câmpului magnetic [A/m], iar di element din conturul C. 
Intensitatea câmpului magnetic este definită de 


expresia! 
B А 
Н = ---- М. (1.18) 
Ho Е 
unde ро este o constantă universală numită permeabilitate 
Fig. 1.4 magnetică a vidului. cu valoarea : 
ро = 42:107 ШЕГЕ : i _ (1.19) 


iar г БА] şi M [A/m] - mărimi cunoscute: ива: ЕСТЕ se numeşte Henry 
(н), deci unitatea de măsură a permeabilitátii magnetice a vidului este [H/m]. 
Expresia (1.18) pusă sub forma a a 5% 
Beuo(H + M) : : (1.20) 


se numeşte legea de legătură dintre inducția magnetică B, intensitatea câmpului magnetic 
Н şi magnetizatia M. M.. - % 


Primul termen al legii circuitului. magnetic se mai: ‘serie (făcând $ suma algebrica a 


curentilor i.i; -. . i; din fig.1.4); ^ x c es T 


n A 
ЕТТЕ DCN (121) 
a Scd 
unde Ө se numeşte solenatie. 
. Al doilea termen al pus circuitului magnetic se mai scrie (v.relapia 1. 17): 
4 [Das = oi ub FR 3 (1.22 


gi se numeşte intensitatea curentului hertzian. 


1.3.5. Legea conservării sarcinii electrice 


În fig.1.4 conturul C se poate restrânge la un punct, deci suprafața $ devine o 
suprafaţă închisă. iar tensiunea magnetomotoare (t.m.m.) de-a lungul conturului redus la 
un punct devine zero ; 


Ug = f, Hdl =0 (1.23) 


Prin urmare din legea circuitului magnetic (1.17) și- -din legea fluxului electric (1.7) 


se obține: 


| 


3 
dt | =, 


in care: |, 145-і. 
Rezultă că relaţia (1.24) se mai pode scrie 
, 1.25 
dt | (1.25) 


care reprezintă o formă a legii conservării sarcinii electrice $1 care se enunţă astfel: (luxul 
densității curentului de conducţiei prin orice suprafață închisă S' este egală cu 


. viteza de scădere a sarcinii electrice din volumul limitat de suprafața $. sau; 


Intensitatea curentului de conductie total i, care părăsește o suprafaţă închisă S 


este egală cu viteza de scădere în "шр а sarcinii electrice (adevărate) din interiorul 
suprafeţei S. 


Dacă suprafața închisă S se află în întregime în dielectrig: atunci 7 =0. deci 


| PE doeet Te "0.26 
dt «Тәке Ule тыр ) 


adică sarcina q din interiorul suprafeței $ rămâne constantă. sau. qi i alte “cuvinte s sarcina ^ 
electricà se coriservà: 


а= Sai = constant 2 0 ? TE. (1.27) 
1=1 ; р A 
care reprezintă o altă formă a legii conservării sarcinii electrice. 

Din această lege rezultă că sarcinile electrice nu pot fi.nici create, nici distruse, ele 


_pot să fie numai deplasate, iar cele. două “feluri de sarcini electrice Саны negative şi 


sarcini pozitive) apar simultan şi au module egalc. 
În cazul unui sistem neutru din punct de vedere electric; rezultă: ` 


ami ` 
а= Уд; =0. 5 1-2 "RE А (1:28) 
izl 


1 „3.6. Legea transformării energiei electromagnetice în procesul Es conductie electrică. 


(Legea Joule-Lenz) 


Una din formele de exprimare a acestei legi este: Densitatea de volum a puterii p 
[W/m?], cedată sau primită de câmpul electromagnetic în procesul de conducție 
electrică este egală cu produsul scalar între intensitatea câmpului electric E [V/m] 
și densitatea curentului electric de conducție J [Алт]: 

р=Ё] (1.29) 

Puterea dezvoltată într-o porțiune de conductor filiform cu secțiunea transversală 

constantă S şi lungimea | este: 


«yg = 


P= f pdV, (1.30) 
unde dV = Sd este elementul de volum al conductorului. iar d este elementul de lungime. 
Stiind că ме! rezultă | 

P = | pdV = | EJSdl = if Edl = ui. : (1.31) 
unde u= f Edi = f Edleste tensiunea in lungul conductorului pe lungimea 1. iar 


i = ÎS = JS este curentul electric de conduclie din conductorul filiform (fig. 1.5). Știind că 
u = Ri. legea se mai poate scrie: 


t 
З W = [Ri?dt în Joule (J] (1.32) 
0 3 i * 
sau: 
А В 1 s 
Q =0.24 | Ri dt. :n calorii [cal] (1.33) 
D 0 


ғ 
Puterea dezvoltatá de о sursá cu tensiunea. 


electromotoare ис şi rezistenta.intenoará г este: . 


CUP ерен a RA г)" (0.34) 


0743.7. Legea electrolizei 


р Legea poate fi enunțată astfél: masa de substanță depusă în unitate de timp 
dm/dt Ja unul din electrozii unei băi electrolitice parcursă de curent electric de 
conductie este egală cu produsul dintre intensitatea curentului electric i şi raportul 


A 
dintre echivalentul electrochimic [АЉ] prin constanta lui Faraday Fa : E = ‚з 
nio 
n E А e А > 
în care Ро = 96490 С. Rezultă: = fidt =— -q = Ka (1.35) 
ШУ] nFo 


Legea electrolizei este o lege de material. deoarece K depinde de natura 
electrolitului. 


1.3.8, Legea роізгіудіісі electrice tomporare 


Această lege de material arată că: Polariza(ia electrică temporară P, este 
proporţională cu intensitatea câmpului electric E: 


i 
| 
| 
| 


= fj 


R = 0X.E , (1.36) 


unde £o [F/m] este permitivitatea electrică a vidului, iar X, este o mărime adimensională. 
numità şusceptivitate electrică şi care depinde de natura materialului polarizat. Pentru 
medii liniare si izotrope din (1.8) si (1.36) se obţine. succesiv: 

D=e0E+P, P« B +P, 


D=£0E +P +P, 

D = e9E « c9X,E + P, 

D= eo(1 * X,)E + P, - ege, E + Р, 
Б=Е+Р, 


(1.37) 


unde P, este polarizația teporară şi P - dM Я ретше 
Expresia: : єр=1+Х„. К (1.38) 
este Бегла relativá Ka materialului respectiv, jar; 2. b e 
E = £p£í 2 să 46 i 39) 
este permitivitatea absolută a acestuia. Їп л ES = 0. cel mai des întâlnit in aplati 
practice, relația (1:37) se scrie. A : 4 Bi : о. 
D=eE.- > Е рп E Ut a do - 2 (140)- 


1.3.9. Legea magnetiza(iei temporare 


Această lege se poate „exprima astlel: Magnetizatia temporară M, este 
proporțională cu intensitatea câmpului magnetic Н: 
М,=Х„Н, (1.41) 
unde Xp este o mărime adimensională. numită susceptibilitate magnetică si care depinde 
numai de natura materialului magnetizat. 


Pentru materiale magnetice liniare şi izotrope, din (1.20) şi (1.41) sc obține, 
Succesesiv: 


B- 2. М=М, +Мр 
= во(П +M, +Mp) 
В- Em (1.42) 
В=ро(1 + Xq)H + ноМр 
B= non; ll + noMp 
В= рН +роМр, 


unde M, este magnetizalia temporară, iar M, - magnctiza[in permanent . 


Expresia: 
ur=l+Xm es (1.43) 
este permeabilitatea relativà a materialului. iar 
u= hole (1.44) 


este permeabilitatea absolută a acestuia. 
іп cazul M, = 0, cel mai des întâlnit in aplicații practice. relația (1.42) se scrie 


В=һН (1.45) 


1.3.10. Legea conducliei electrice. (Legea lui Ohm) 


Una din formele de exprimare a acestei legi este: Suma vectorială dintre 
intensitățile câmpului electric E s câmpului electric imprimat F; еме 
proporțională cu densitatea curentului de conducte J : 

Е+Ер=р] (1.46) 
unde factorul de proportionalitate p se numeste rezistivitatea materialului. 

Pentru un conductor oarecare, neaccelerat. omogen din punct de vedere fizic şi 


chimic. câmpul electric imprimat este nul (E; = 0). iar (1.46) se sorie: E 


E 2p], | | (1.47) 
reprezentând cazul cel mai des întâlnit în practică. 
integrând relaţia (1.46) de-a lungul unui conductor filiform, liniar $i izatrop 
(fig.1.6) se obține forma integrală a legii conducţiei electrice ; 


B B B B 
[Ed + Ed + [Ей = оја, | (1.48) 
А А ^ ^ E 

undc: 


B n 
ТЕЧ = ЈЕ м, (1.49) 
А А 

este tensiunea electrică шие punctele A si B ale 
conductorului, 


UNA 

Fig. 1.6 JE s ГЕ =u. (18 
^ А 

este t.e. т. а câmpului electric imprimat pe рогїпеа АН, iar: 


B B B al 
[оЈа! =} р] = JS [p 7. «iR (1.51) 
А А А 8 


este căderea de tensiune 


între punctele A şi B. Rezultă a doua formă integrală а legii 
conductiei electrice, 


u# y = В 
unde:i = JS, este curentul de conducfie, iar 
Pdl 1 


R = ——0— 
Ps PS (1.53) 


este rezistența electrică a conductorului cu secțiunea $ [m°] sí lungimea [т], - 
' Pentru porţiuni de conductoare fără cimp clectric шыны legea conducticr 


(1.52) 


clectrice in formă integrală este е ; А 
u ziR ; ^R е T и QU б (1.54) 


iar pentru о sursă де te.m. (u) cu rezistența interioară г. la bornele cárcia sc leagă 
rezistența К, rezultă in circuit curentul: 4 


іш ез 22 44 AI lt DN (1.55) 
REE: А З durs ea ix 
Inversul rezistenţei se notează cu о s se детей, conductan dant 
Ge 2 Ee us ET UM EA (1.56) 


iar unitatea ei [SI ]se Rumegte Siemens М 
Inversul ИННЫ ве notează cu с: „(uneori си n si se: numeşte conductivitate 
Пт]; ар 


(1.57) 


1.3.11. Rezistivitatea clectricá 


În cele ce urmează se va arăta că rezistivitatea electrică а materialelor (p) depinde 
de natura materialului, adică de: sarcina (ео) Я masa (по) a electronului, numărul 
electronilor liberi (n) în unitatea de volum a conductorului, timpul mediu (to) dintre două 
ciocniri consecutive (haotice) a electronului de ionli existenți in nodurile rețelei cristaline 
a metalului (conductorului). 

Dacă se admite o porțiune (1) din conductorul cu secțiunea constantă (8), atunci 
din legea conservării sarcinii electrice (|. 25) scrisă în modul, rezultă succesiv: 


d Em (1.58) 
а (091) об, 


T 
dt 


unde factorul Ни у, poate fi interprătat са viteză medie aritmetică între viteza inițială 
dt ^C 


"ELE 


(nulă) si viteza maximă axială (Vm) in momentul ciocnirii electronului, Rezultă 
0+Vm _ aoto 


у= 1.59 
E p ed 
unde a, este componenta axialá a accelerațici electronului: 
F Ă u 
i pe н ООЁ б. (1.60) 


mo mo mo 1 
în care Го este componenta axială a forței imprimată electronului, E-intensitatea câmpului 


electric, u-tensiunea (căderea de tensiune) pe porţiunea de conductor (1) considerată. 
Din (1.58), (1.59) rezultă, succesiv: 


: а zt ; 
i = пербу = пе5 $00 ү inne eT ГА (1.61) 
4 пей $ 


Comparând (1.61) cu (1.54) se obține 


- 2 | (1.62) 
néjto 5 uo ыы at cm 
| şi tinând seama de (1.53) rezultă: 
(1.63) 
adică (1.64) 
În relaţia (1.64) se cunosc valorile mărimilor mo Я © : 
mo = 9108-1073! kg ^ 13 s m (1.65) 
eo =-1,602.10- С ` i (1.66) 
deci (cu K-constantă și produsul "nto"-variabil cu temperatura) rezultă: 
p= К : (1.67) 
nto 


1,3,12, Variația rezistivităţii cu temperatura 


Din (1.65) si (1.66) introduse în (1.64) se obține expresia rezistivității în forma 
(1,67): 
11-107 


р= , (1.68) 
nto 


Practic se constată că la o creştere a temperaturii conductorului de la Oa la 0: 


па 


| 
I 


^B «6 - 0g, 


n creşte, to scade, iar produsul пі; scade pentru metale şi creşte pentru cărbune, astfel incât 
rezistivitatea variază de la valoarea ро la valoarca р după o relaţie aproximativă (pentru 
varații relativ mici ale temperaturii): 


о = po(1+a40), ne (1.70) 


(1.69) 


unde о. este о mărime de material, numită coeficientul:de temperatură al rezistivitàpii, 
pozitiv pentru metale şi negativ pentru cărbune. 


O relație cu aproximaţie 'mai. bună este (1.71) care poate fi utilizată şi pentru 
variaţii de temperatură Ө mai mari : 
p= ро! +ол0-+ ВАО? }> - ; (1.71) 


unde a şi В sunt coeficienţi: de temperatură ( Csi respectiv oc? yc 
Rezistivitatea materialelor semiconductoare scade după o relaţie de forma 
р еру CM i? | (1.73) 
unde a este o funcţie de temperatura inițială бу temperatura finalà 8, energia de activare 
(constantă de material) W, şi de constanta lui Boltzman (К = 1.38-10% ^C) : 


«MELLE: pi . (1.73) 
Teo a | | 


La temperaturi de câteva grade Kelvin (К) rezistivitatea unor metale şi aliaje (Pb. Sn. ТІ. 
etc) scade la zero - fenomen numit supraconductibilitate. descoperit de fizicianul olandez 
Н, Kamerlingh-Onnes în 1911. | 
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' Capitolul 2 


ELECTROSTATICA 


Electrostatica studiază stările electrice ale corpurilor din câmpul electric, 
stări în care corpurile exercită forţe si cupluri asupra altor corpuri; invariabile în 
timp Я neinsotite de dezvoltare de căldură în conductoare (псіпво (с de curenţi 
electrici de conductie). 


2.1. CÂMPUL ELECTRIC ÎN VID SI 
ÎN. SUBSTANTA DIELECTRICÁ 


Càmpul electric este un sistem fizic, diferit de substanţă. a cărui prezenţă se 
manifestă prin acţiuni ponderomotoare asupra corpurilor electrizate (prin frecare sau prin 
alte mijloace: termice, chimice, mecanice. iradiere etc. ). Dacă sursele cámpului electric 
sunt in repaus (sarcini electrice invariabile ca mărime și pozitie) atunci câmpul sc 
ML eum electrostatic, 


T в де cns desse Ў 


Se poate arăta cá бесш punct din йори electrostatic i ise scula asocia un vector 
reprezentând intensitatea câmpului : electrostatic. E. (în vid) sau E (іп substanță 
dielectricâ), Pentru a obţine o imagine mai clară a regiunilor de câmp mai intens faţă de 
regiunile în care câmpul este mai puțin intens. se utilizează reprezentarea grafică prin linit 
de câmp, În fiecare punct al liniei de câmp, vectorul Ey este dirijat după tangentă. 

Ansamblul liniilor de câmp din câmpul electrostatic se numeşte spectru. Difcrite 
spectre de linii de câmp sunt prezentate in 08.2.1 

Examinând spectrele create de sarcinile electrice, rezultă următoarele: liniile de 
câmp sunt deschise și încep de pe corpurile cu sarcini pozitive şi se termină pe corpurile 
sau regiunile corpului cu sarcini negative, sau încep pe corpuri cu sarcini (+) si se termină 
la infinit. Totalitatea liniilor de câmp trasate prin toate punctele unei curbe inchise (Cy sau 
С; din fig.2.1) alcătuiesc o suprafață tubulară numită tub de câmp. | 

Proprietăţile conductoarelor în câmpul electrostatic pot servi la protejarea acestora 


faţă de fenomenul de influență electrică, prin închiderea acestor conductoare (aparate 
etc.). : 


Spectrul cámpului 
electric 


ЖЕ 


-j Sfere încărcate cu sarcini electrice cgale şi dc 
acelnşi semn 


Sfere electrizate pozitiv (+) şi negativ. (-) 


Sfere incárcate cu sarcini electrice egale şi de 
semne contrare 


Tub de байр. 2522 


Plane paralele și neparalele încărcate cu sarcini 
el ‚ | egale si de semne contrare (la extremităţi câmpul 


este distorsionat). 


Conductor (electrod) cu vârf. Densitatea sarcinii 
electrice este maximă la vàrf şi minimă pe fata 
plană. În interior câmpul este nul, iar sarcinile 
sunt superficiale. 


Fig.2.1 Diferite spectre de linii de сатар electric 


= 18 = 


intr-o carcasă metalică, numită ecran electrostatic, care conţine numai sarcini electrice 
superficiale, în interiorul ecranului câmpul fiind nul (Е=0), 


2.1.2. Formula lui Coulomb . + 


Se exprimă astfel: , 
(2.1) 


unde чете versorul razei vectoriale К (fig 2.2), F forta exercitată asupra unuja 


dintre corpuri, qıqz - sarcinile celor două corpuri. iar te; - Perpitivitatgs vidului, Pentru 
medii cu dielectric, relația (2.1) se scrie : 


unde c este perrnitivitatea electrică absolută (£ = Eger j a mediului (dicleáricului, 2 ғ” 
Din formula lui Coulomb sí experiențele sale. rezuliá următoarele: iue 


- dacá cele douá corpuri au sarcini Че acelaşi: жетп, Ta F este orientată in sensul 
versorului uşi deci corpurile se геѕріпр;. · 


- corpurile с си вагсїпї [Чеч semne contrare se atrag. 


+ Forțele. coulombiene verifică principiul 

арипепї т z : 
à ұла cfl Зат 
= «Бы, ++ b l2 u. 
a Gm Anc у=2 i 


Fig.2.2 


7 Dacă un corp punctual încărcat cu sarcină electrică qı, este situat in prezența unor 
corpuri încărcate cu sarcini repartizate cu densități de volum, de suprafață, de linie si 
discrete, forța care se exercită asupra corpurilor cu sarcina q, se obține prin superpozilie: 


F, x a al [PA ene [Pa A a d (2.3) 
wR 


Ате у R? ^g? 


unde integralele se extind asupra tuturor volumelor, suprafeţelor şi liniilor cu densități de 
sarcini electrice. 


Cei patru termeni ai relaţiei (2.3) reprezintă cele patru componente ale fortei В. 
care acţionează aupra corpului încărcat cu sarcina qi. 


| A 2.1.3. Intensitatea câmpului electric 


Valoarea forţei exercitată in vid de un corp punctual încărcat cu sarcina electrică 
constantă q, asupra corpului de probă incărcat cu sarcina electrică constantă q' și situat 
într-un punct oarecare P (fig.2.3) este : 


| г 
| 5 fe qq veg | А 
4ntgR? i G4) 
deci : 
Eu. Ы. - 
4neoR? a C9 


Din expresia forței Б datá de relația (2.2) care se 
Fig.2.3 | \ 
exercită asupra corpului cu sarcina q; se deduce expresia intensității câmpului pe care-l 
stabilesc celelalte corpuri încărcate cu sarcini electrice, in punctul ocupat de corpul cu 
sarcina а: E}; Ru Dt vig 
аг Что шей = 

Dacă într-o regiune a spaţiului vid există corpuri încărcate cu sarcini electrice 
repartizate cu densități de volum, de suprafaţă. de linie și cu sarcini electrice discrete, 
intensitatea în vid a câmpului electrostatic intr-un punct P din câmp este dată de expresia 


(fig.2.4): i 
| NOS 

E PIE m) a рб а. | Big у; Sig (2.6) 
4ле0|7У R2 8 R2 R зі; 


іп relaţia (2.6) integralele de volum. de 
suprafaţă și de linie se calculează: ре volumul 
V, cu sarcini distribuite cu densitatea de 
volum py; pe suprafata S, cu sarcini distribuite 
cu densitatea de suprafaţă p, si pe curba |, cu 
sarcini distribuite cu densitatea de linie m: iar 
suma se cloctucază pentni toate sarcinile 
QiQz code de discrete (concentrate). 


Fig.2,4 
2.1.4. Potenţialul electrostatic 


Se admit două corpuri mici situate in vid, incárcato cu sarcinile electrice q şi q' primul 
E 


fiind fix, iar al doilea mobil (cu viteză relativă mică) pe o linie curbă oarecare (fig.2.5) 


= 20 = 


În punctul oarecare P, lucrul mecanic olomentar este: di, = Tdl, unde (2.1) 


1 94 deci dL = LL udi. 


Aneg R? £9 R? 
Se observă însă сё: 04] = соза = dR. Lucrul 


mecanic efectuat de forțele câmpului pentru a deplasa 
corpul cu sarcina q' din punctul P, în punctul P; este; 


__99' ТЕ. 1.4) (2.7) 
4тє( RR? 41 VR, R37’ i 
care nu depinde de forma conturului. сі numai de poziţia 

punctelor P, şi P; față de corpul fix (q). 
Dacă se calculează lucrul mecanic de-a lungul 


R 3 q  conturului inchis (R,7R;). acesta (2.7) este nul. ceea 
ce înseamnă că in câmpul electrostatic nu sc produce 


R 
A 


Fig:2.5- 
nici о formă de energie, corpurile cu sarcinile q şi 4 nefiind sediul dezv oltării de căldură. 


Câmpul electrostatic este caracterizat. prin proprietatea că in el nu are loc #7 
dezvoltare de căldură. Deci, dacă în expresia lucrului mecanic elementar dL = ЕЧ зе 
inlocuieste F=q'E, rezultă o altă formă a lucrului mecanic: L= : q'Edi = qU. (2.8) 

Dacă se alege. о traiectorie din punctul P oarecare până la infinit, se ‘obtine: 


do T. йе те e 
7 Arneg VR 9 4т=К AC 


deci. pentru un mediu cu substantă, отор: hniar si izotrop rezultă: 
LHE жы ANO (2.10) 


7 ал08 


Superpozitia potentialelor. Dacă într-un domeniu se găsesc corpuri încărcate cu 


sarcini electrice repartizate cu densități de volum. de suprafaţă. de linie. precum şi corpuri 
cu sarcini discrete, potenţialul electrostatic într-un punct oarecare din câmp аге valoarea 


dată de superpozi(ia оше tuturor sarcinilor in acel A ` 


T Eu 


2.1.5, Gradientul potențialului electrostatic. Teorema potenţialului electrostatic, 


Din diferenta potentialelor V, și V; rezultă tensiunea 


N т К ` 
Uze V, - V; » ]ЕШ- ате [Fal 
Pi Р, ғ 


= 21 = 


Dacă in ultima relație se consideră V;- V, (un potenţial de referință) și V,=V (un 
potential într-un punct oarecare P), se obține: 


Р 
у =V- ГЕ 
5. (2.12) 
Se diferenţiază relația (2.12), în care Vo = constant: 
dV = -Edl. (2.13) 
Notánd E şi di prin proiecţiile lor: E = iE, + JE, + KE,, di = idx + jdy + kdz, 
rezultă: dV - -(E,dx + Eydy + E,dz). : (2.14) 
din care se deduce că potenţialul V este o уйше dex у. z У = У {ху .7).-а cărei 
diferenţială totală este : 
SW Fo Pad uem 
dve dag Day С г 
«xus ER. We PX o 0m 


Comparánd relațiile (2. 14).si (2. 15) se obțin cómponentele intènsitătii МРТ 


Жее ушуду ии КУИ 2.16) 
Intensitatea: câmpului electrostatic E deriva dintr-un poeni scalar. V. definit de 


relaţia (2. 19, 

Аріісаја 1. Să sc айс potentialul electric V intr- 
un punct P.situat-in асг (& = 1) la distanța R de un fir 
rectiliniu incărcat- uniform cu densitatea de sarcină 


"E 1, (fig.2.6). 
= Se alege un sistem de axe de coordonate oxyz 
cu axa o2 pe diréc[ia liniei electrizate şi un punct P 


(R;0;0) ре аха ох. 
- Pentru elementul dz, potenţialul este: 


| dV a DIS, sau dV = £i i >. şi deci: 
| 4ncoRp dne „2 +R? 


Va "UO акс nye УГ 


fi [ттт ‚Ж. E 


= 22 = i 


unde 7, şi 22 sunt coordonatele extremităților firului (finit) electrízat. 
Aplicația 2. Să se afle potenţialul V si intensitatea câmpului Ey într-un punct Р 
situat pe axa unei spire circulare do rază R, filiformă si uniform clectrizatá cu sarcina 


electrică de densitate ру = (fig.2.7). 
n 


Pentru arcul Rda, încărcat cu sarcina LN 
potențialul dV în punctul P este: 
рК 


dV = па da. Rezultă: 
4160 Vh? +R? 
A рК eR В 
У = 2n.Vz Ап centrul 
Апе Vh? + В? 25/8? +В? 
Rda spirei (h=0): V = Em „Intensitatea câmpului electric este 
£0 


"E | p,R рв [d $ hp 
Fig.2.7 E us }- -üt 
dac 2e, h? + R2 Zeo | dh\ Jh? $R? 


ұша UMS Eu PIS ра 


2\2 ^ 2eo(h? +82} 


— 
> 
to 
$ 
ERA, 
Em 


În centrul spirei (h=0); 

< Ey =0. Rezultă. curbele de 

variaţie ale potențialului $i 

intensității câmpului electric 
în funcţie de h (fig.2.8). 

Teorema potenţialului 

electrostatic. Sc admite că un 

corp punctiform încărcat cu 

sarcină q' se deplascazează 

: incet (astfel încât să nu fie 
Fig.2.8 depășite limitele regimului 
electrostatic) și parcurge conturul închis, din fig.2.5, situat într-un câmp electric Ep. Sub 


acţiunea fortei F = 4%) corpul pleacă din punctul P, parcurge conturul si ajunge tot în 
punctul P, deci diferenţa de potenţial este nulă, 
Vp- Vp = ім =0 (2.17) 
Relaţia (2.17) exprimă teorema potenţialului electrostatic, adică circulaţia 
vectorului intensității câmpului electric Ёо pe contur închis este nulă. deci câmpul 


б = 


222352 


electrostatic se menţine fără consum de energie din exterior şi este un câmp irotaţional: 


rotE =0 (2.18) 


2.1.6. Teorema refracției liniilor de câmp electric 


Din legea fluxului electric rezultă că valoarea componentelor normale ale inducției 
electrice, de o parte si de alta а unei suprafețe de separație a doi dielectrici (fig.2.9) 
este aceeași, dacă nu există sarcini 
adevărate - libere - pe suprafața respecti- 
vă! ар, = |, 5,48 = |; 0,45 sau 
D4dScosa, = 224$ 0592. 
“deci: 
Dai = Dg (2.19) 


Din. ісогёта potenţialului electric 


„rezultă: Vui Edi = ТЕ 
тз M M 


Fig.2.9 
sau: ЕуйсоЧ90 EE Еҙйсо490: - ag]. deci: Eu = Bio (2.20) 
PS Din fig. 2.10 rezultă: к 4 
ч £2 Du 
j tgai Dei: Du 
с то» По Оо 
Da2 
1 Баг, Du =5Е п. Di5 -ЕҘЕр (2.21) 
tga 51 Е e е 
à si deci: tear „И, (2.22) 
u, ша) Ебі 62 
á | 5 care reprezintă teorema refracției liniilor de câmp 
1 Fig.2.10 electric, 

Hoc 
ү | 2.1.7. Străpungerea diclectricilor 
în | 


Valoarea intensitá(ii câmpului electric pentru care dielectricul igi pierdo calitățile 


de izolant reprezimă rigiditatea electrică (sau dielectrică) Eu. În tabelul do mai | аб 
' or materiale, la 20°С, 


M prezintă unele valori orientative pentru rigiditatea dielectrică a un 


ja : pentru o încercare de un minut. 


e Dd us 


Materialul 
Hártic uleiatá 


Eq: I 
Materialul 


10-300 ic БЕНЕН 
Bach pur 
120-200 | Cauciuc dur | 100-300 
ыл ы ты, 
[Ма |] Porţelan glazurat 1 300-380 


Experimental se constată că E4 depinde de: natura, puritatea și capacitalca de 
cedare de căldură a izolantului, forma electrozilor metalici intre care are loc străpungerea 
izolantului, distanța între ei, durata de aplicare a tensiunii. presiune. umiditate, 
temperatură. impuritátile din dielectric etc. 


2.) CIRCUITE CU CONDENSATOARE | 
v 


111, Capacitatea electrică c a E 


Sistemul format din douá conductoare ( plăci sau. armături) omogene. incárcate cu 
sarcini electrice. egalc-i.de semne contrare, sepa у s prittr-un: dielectric: constituie un? 
condensator electric. Prin с capacitate electrică. a "nui, conderisator,, sc Мерве mărimcă 
dată de relația: `“ «Сы л 2% i 


(52%) 


- У; Es 
în care q este sarcina A а uneia дшге armături. iar U- diférenta d& potential dintre 
ele, astfel aleasă încât: Vy — V5 > 0. 

Relaţia (2.23) este valabilā numai. dacă dielectricul este neincárcat si fără 
polarizaţie permanentă. 


2.2.2 legarea condensatoarelor 


Se va prezenta legarea în serie, paralel, in stea si în triunghi. 

1) Condensatoare legate in serie. la о conexiune in scrie a n condensatoare, 
sarcina pozitivă (de pe armătura pozitivă) a primului condensator provoacă prin influență 
apariţia unei sarcini egale și de semn contrar pe cealaltă armătură a aceluiași condensator. 
Conform teoremei conservării sarcinii electrice, apare sarcina pozitivă pe armătura 
pozitivă a celui de al doilea condensator, Procesul se repetă până la armătura negativă a 


1 
| 


eub. = 


ultimului condensator, 


Tensiunea de la bornele sistemului (fig.2.1 1), 


egală cu suma tensiunilor de la 
bornele condensatoarelor este, succesiv: 


=4 үу. 9 10 
Kx 257 "e аса, U=U, +10 +...+ Ол, 
Lem + ; 
IE "od о + L) us | de С 
4 92 А С & ө C. ; i үш “е, dat 


1 1 ` 1 1 
de rélalia; о-в 
і Сс. Ci С, > 
reprezintă capacitatea echivalentă a sistemului de 

condensatoare legate in serie. 


(2.24) 


Fig.2.11 


..2) Condensatoare legate in paralel. La o 
„Conexiune т paralel/a n condensatoare, având toate 


„aceeaşi. tensiune: 17 Ја. borne: (fig.2.12),. fiecare 
Ск çondēnšator ве incarcá proporțional. cu capacitatea sa: 
CU. 
A A cau D E 


2 Е тасу; д) RES Hn 

Баг: a +92 +.+а,=а= oie. +С; з + aci күр а= UG,; unde Ce dat de 
relația: С=С +С +. ix Cg EXC aN к ‚> (238) 
reprezintă рабов echivalentă a sistemului de condensatoare legato în paralel. 

3) Condensatoarele legate іп stea si i t_transfigura. 
Transfigurările conexiunii stea în conexiune triunghi şi a conexiunii triunghi in conexiune 
stea а condensatoarelor, sunt posibile numai dacă conexiunea echivalentă își menține 
după transfigurare aceleaşi potenţiale la bornele 1,2,3 şi ar absorbi prin aceste bome, 
aceleaşi sarcini eJectrice, ca înainte de transfigurare, 

Capacităţile echivalente dintre borne, luate două câte două sunt : 

Cai „Cica. с, СИС „Сабз, 
тае асе 23 
C53 * C31 Сү+С;' C31 «Сі Ca + Ca 
с 24. ;C 523_ 2 Сас 
"боз + "C3 сұ + (en 

Rezolvánd sistemul (2.26) în raport cu Ci, Сз. Cw se Băsoşto (pentru transtigurarea 

din triunghi în mea): 


Ex (2.26) 


Caci» arn 


(2.27) 


C3 
C; Ie ^ Cora 
сұсы acid aa, ©; =C3 +С + Cu 3j Сз= Cy + Caz + Cu 
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Rezolvând sistemul (2.26) 
in raport cu Су», C23. Си. se găsește 


` 1 (pentru transfigurarea din stea in 
C31 C42 triunghi): 


1 А 
€3 ss 7 К MAS 
3 ж2 3 2 се NES A +63. 


C23 
% ius. 74 . 5 
a б b za C, + Ca + C3 
: CC 
Fig.2.13 ? Сз = 31 


С, +C 365 


2.2.3 Calculul capacităților 


Pentru calculul capacităţilor se admite că sistemul (condensatorul) este încărcat cu 
sarcinile (+9) Я (-q), se determină intensitatea câmpului electric E în funcţie de q, бе? 
calculează tensiunea electrică U de-a lungul unei linii de id in. diclectricul dintre 
conductoare (armături), apoi se determină capacitatca cu relaţia (2.23). 

1) Capacitatea condensatorului plan. Condensatorul plan este format din două 

` armături plane paralele la о distanță d, „mică faţă de dimensiunile armăturilor. despărțite 
de un dielectric de permitivitate + £ (fig.2 214): dn: acest сал. ари electric între “armătul 
poate fi considerat uniform. e Я с 
Aplicánd legea fluxului electric la emis S. se obține: 


y = f Dd5 = [ DdS = DS=a, deci: D- 2 © sau Е= 5 E fiind intensitatea câmpului 


electric intre armături. i 
Tensiunea între armături, de-a lungul unei linii de câmp este: 


2 2 
U = (Edi = f Edi = Ed 
1 1 


AS 


ЫР АЗЫ 


Fig.2.15 ' 


TM 


1 


| 
| 
| 
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"— hs. d, RS es 
apacitatea are expresia: C E» ёт | (2.29) 
În cazul când dielectricul intre armături este format din doi dicl 
fiecare permitivitatea с), 


есілсі «Шеп, având 
respectiv є $i de grosimi diferite d, gi d; (fig.2.15), sc poate 
considera planul de separafie al celor doi dielectrici, ca suprafaţă echipotenţială. incărcată 
pe o parte de sarcina (*q) şi pe cealaltă cu (-q). Se formează astfel un sistem de două 


condensatoare în serie, de capacități : С, =Ë я Co = 525 
№ A 


; Р " ы Б ЫСЫ Ін di а. 
Capacitatea echivalentă se calculează cu гейабпат—=-——+———=—! 4.72. 
С Ci с; Se, S£; 
8 C= 5 | : : қ 3 
au = Т x : | (2.30) 
pedes E s 
£j 22 à 


2) Capacitatea condensatorului cilindric Condensatorul cilindne (fig 216) este 
format din doi cilindri conductori, coaxiali, de lungime 1, cu razele К, şi Rz, separat printr- 
un dielectric omogen de permitivitate e. | 


\ мыкы ' Conductonil interior este încărcat cu 
[сш сыста р че Ду Зы сыг sarcina (+) “şi. din motive de simetrie, 
liniile de сатр au direcța radială 
г KRA > -+ Se aplică legea fluxului electric la o 
Ц suprafaţă cilindrică $. coaxială, de 
A lungime |, cu o rază г. cuprinsă între R; я 
В № Ra. Fluxul prin bazele cilindrulu (аа 
nul, se obține ` 
Fig.2.16 5 
у= | DaS = D2nrl 2 q, D= 59 p Пата 5 
Tensiunea între cele două armături, calculată de-a lungul une: (іші de сатар, este 
{ % а fd. 9 pne 
auus - Sa R, 
2 
Rezultă capacitatea: С = 4. за (2.51) 
U ha 
Ri 
Е Ч 
Dacă se exprimă capacitatea in pF/km, rezultă formula: C = — x (кт). 


18-In S2 
"R 


М 


= 20r 


3) Capacitatea condensatorului sferic. 
Condensatorul sferic are ca armături două sfere 
conductoare concentrice de raze К; Я В». separate 
printr-un dielectric omogen. de permitivitate e 
(fig.2.17). Armătura interioară este încârcală cu 
sarcina (+q). Liniile de câmp sunt radiale, 

Aplicând legea fluxului electric la о suprafaţă 
sferică de rază R, cuprinsă intre R; si Ra, se obține: 


° у= 245 = DAnR? = д sau 


" 1 q 
D= respectiv E = ——3. 
4nR2 4тє R? ; 
Tensiunea electrică calculată de-a lungul unei linii de-câmp este; : 
2 2 2 ; 272 
Ua [Edi = [Eat 9 [SR Ялы 
\ 1 4151 В’. 4nge|R,. К, 
Rezultă capacitatea :C Ч . Ang КК қ 
В, = В, 
Pentru capacitatea unei singure sfere de rază 4i se consideră” “fera exterioará la 
infinit (Бағ e s d NUN PAIX E S ms 5 5 `: d 
с. Ж А А шш ужу СК Е 
Á uos d 
Aplicáréà acestei formule dă posibilitatea 4 de a sé. calcula “de E capi căpacitatea 
globului terestru, cu R,=6370 km şi sl: с- те ер - mri 37 10$ = 700uF. 
4791109. 


4) Capacitatea liniei bifilare. Se consider două conductoare àeriene, de secțiune 
egală, cu raza r, de lungime 1, situate là distanța d si izolate faţă de pământ (fig.2.18.a). 

în punctul P există intensitatea: câmpului electric Буда de conductorul 2 
Intensitatea câmpului electric rezultant este E = E, + E; unde E, şi Ез se calculează din . 
legea fluxului electric : . 

f DjdS = DS, =вЕ|2лх] =q, [2248 = DaSa = eE22n(d - x)! = a. 


и 


А 1 5 с қ l 1 
Rezultă, succesiv E = Б + Ез = p vues iis x Е НЕ + =) 


Tensiunea іліге conductoare este: 


d~r d-r d-r 
Ue f Eae fate | (herir). uu Amt 
T r І 2ле| 


x d-x/ 


x 4-м ` nel r 


5516 ne M 
"derum ШІ |o (222 


Dacă d>>r rezultă capacitatea po unitatea de lungime: С = [u.F/km]. 


Зи. 


$) Capacitatea conductorului faţă do pimánt, Se consideră un cds aerian. 


cilindric, drept, de lungime 1 si rază r, parale] cu pământul, situat la distanța h. 

Dacă în fig.2.18.a, x *d/2, atunci P аго potenţialul zero (са. şi al pământuluj), În 
acest caz, sarcina (-q) reprezintă imaginea sarcinii (^q). iar metoda de calcul folosită în 
această aplicaţie se numeşte metoda imaginilor electrice (fig.2. 18.5). unde hr. 


(+4) 


Fig.2.18 
la distanța x, — câmpului electric F. est 


q= f Da5 = | 245$ = e E2nxl deci: E = d "Tensiunea intre conductorul, aerian şi 
i 5 


c dată de legea fluxului clectric 


2nglx 
2 2h 2h 2h 
NER қ . i Ed 2 dx аа 
imaginea lui este: U= | Вах = | “(ж i 2m] r` 
A» 
Capacitatea conductorul aerian faţă is ti Өө: 
а _ 2rel (2.33) 
C SE Ba e [Е 1 
U jah 
г 
sau: С=— Е [pFkm]. 


181п =- 


"ERES 


6) Capacitatea de serviciu a liniilor electrice. Prin capacitatea de serviciu C, +; se 
intelege raportul dintre sarcina electrică 4, a unui conductor dintr-un sistem de 
conductoare şi tensiunea еўесїгїс& Uy, de la conductorul (k) la un alt conductor (î) al 
sistemului: 


Еа (2.34) 
Uy i 
Ultima relația se utilizează practic in regimurile (serviciile) particulare ale 
sistemului de conductoare (de exemplu, când suma sarcinilor conductoare este zero. sau 
potentialul unui conductor este zero etc. ) i 
Aplicatia 1. Capacitatea de serviciu a unui singur conductor față de pământ 
(fig.2.18.b) este dată de relaţia (2.33) : 
NE: ia 
| 2.34 
С, = —2h (2.34) 
In — 
r а ° 
Aplicația 2. Să se determine capacitatea de serviciu între conductoarele 1 si 2 in 
regimul de serviciu (fig.2.19.a). Se ia : | 


91=-92 =99 Уҙ-0 ° (2.35) 


Schema din fig.2.19.a аа 
transformá in schema echi- 

- valentá din fig.2.19.b. in care 
capacitatea de serviciu cerută 
este dată dc relația: 

С; = шоа . sau, cu (2.24) 

12 
şi (2.25) rezultă: 


Fig.2.19 


(Со + Ca: Cao + C23) 
(Со + C31) * (C20 + Соз). 
Aplicația 3. Să se determine capacitatea de serviciu a liniilor acriene trifilare. Se 
calculează in mod analog cu cea a liniilor bifilare (prima metodă a imaginilor), făcându-se 
о simetrizare prin transpuneri succesive ale conductoarelor şi obținându-se din fig. 2.19: 
Со = C20 = C30 = Co si C12 = Ca3 = Сз = С. 
Capacitatea de serviciu C, se obține din schema echivalentă de transfigurare din + 
triunghi (fig.2.19.a) în stea (fig.2.20) unde C' = 3C. Deci: 


Ca 12 = Со + (2.36) 


= 31 = 


С, =3С+С,. (2.37) 
in (2.37). С зе calculeazA 


си (2.32): 
2 E nel _ лг! 
1 3 le E 2 
г г 
iar Co se calculează cu (2.33): 
% C ICC! C 2nel 
In — 
a b.. 5 


Fig.2.20 


22.4 Energia cámpului electrostatic 


"Energia câmpul electric (electrostatic) se calculcază presupunând că într-un anumit 
sistem din câmp, particulele electrizate suni aduse in.mod continuu de forţe exterioare. 
Dacă starea inițială a sistemului este caracterizată pe potenţialul V = 0 și sarcina q = 0, 


қ atunci о stare intermediar& poate fi exprimatá prin potenţialul О<рУ<У si sarcina 
i 0<рд<д, unde 0<р<1. Rezultă că energia purtătorului a crescut cu cantitatea : 
dW; = pV;d(pai) dup cu NC (2.38) 


; -Energia purtătorului de rang i este : 
1 - ; 4 
№ = ман рер; М: EA (2.39) 


iar secta electricá a epi sistem va Ui 


| e ize (2.40) 
1 
| Pentru un 9.78 
| уу, „Lady = loui 185, (240 
| " 2c 
«d unde C este capacitatea condensatorului. 
Ж Densitatea de energie este: 
We М ЧО Ls (2.42) 
We ^y" sd 25d 2^ 
DE D^ «E? i (2.43) 
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2.2.5. Teorema fortelor generalizate in cámpul electrostatic 


Pentru а se deplasa pe distanța elementară dx, unui corp din câmpul electrostatic ii 
este necesarü o energie dW egală cu lucrul mecanic dL de deplasare, 


dW, = dL = Хах, (2.43) 
unde X este forța generalizată din câmp care acţionează asupra corpului. În acest caz x 
este coordonată generalizată. 
„De regulă, din (2.43) se calculează Гоца X cu relatia: 
N ; не в (2.44) 


Х=+-— 

4х 

Semnul (+) se foloseste cánd in (2. 40) potentialele sunt constante ( V, = сі). iar 

semnul (-) se folosește când în (2.40) sarcinile sunt constante (q; 7.ct:). 
Aplicaţie : Forţa de atracţie între-armăturile unui condensator. 
) Dacă se păstrează constantă tensiunea din (2.41) atunci (2. 44) este: 
d 2 2 dC i 
| xe ү-и F^ | (2.45) 
Dacà se păstrează constantă sarcina din (2.35). atunci (2.44) este: 


" -2 #42 alar ac. 
x 42. C) Pct dx 


: дее о 45) s а © Sunt l echivalente. deoarece 0 ы 


С 
y Coniparánd (2. 45) si [o 29), “unde distanta dintre armături; d. se емі cu x. 


ШЕ 4 i 
pat 55 


Dacă Е = С reprezintă pens care теппе: in echilibru electrometrul Kelvin (o 
balanţă în care unul din talere este înlocuit cu un condensator plan). atunci ultima relație 
permite calcului t.e.m. (de exemplu -unui element galvanic. âle cărui bome sunt puse în 
legătură си armăturile condensatorului). 


rezultă: а 4 na 105, "INE 


2.2.6. Metode de rezolvare a circuitelor cu condensatoare 

În general, la circuitele cu condensatoare se cunosc valorile capacităților si surselor 

de tensiune si se pune problema calculării sarcinilor electrice. а tensiunilor la bornele 

condensatoarelor și a energiei inmagazinate in condensatoare, În continuare se prezintă 
principalele metode de rezolvare a circuitelor electrostatice, 

1) Metoda teoremelor lui Kirchhoff. Pentru determinarea sarcinilor se foloseşte 


legea conservării sarcinii electrice (teorema I a lui Kirchhoff) 
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Ха =0. Ps (2.47) 


unde m esté EU de sarcini electrice din nodul бағаны considerat. precum si 
teorema potențialului electrostatic pe un contur inchis alcátuit din laturi (teorema II a lui 
Kirchhoff): | | 


== DU C 3» 227 (248) 


unde n este numărul de condensatoare din circuitul parcurs. iar p - пита де хигѕе бе 
tensiune din асе! circuit (buclă). 

Relaţia (2.47) se aplică de (М-1) оп, unde N este numărul de noduri electrice 
(electrostatice). Un exemplu de aplicare se referă la fig.2.21 a: -+ qi * qz- qi- qa 70. 


Я * Fig:2.21 
“Cea de'a N ~a ecuaţie nu mos ci reprezintă о conscéinA a primelor 
(N-1) ecuaţii. 
Relaţia (2.48) se aplică de B ori. unde B este numărul de bucle independente 
(fundamentale) din reţea. Un oy de aplicare se referă la fig:2.21. bò 
91.402.393. 4. 
Су “©.” Сз re 0598 
Cu ecuaţiile (2.47) şi (2.48) se formează un sistem de L ecuaţii: 


L=N-1+B, (2.49) 
unde L reprezintă numărul de laturi din rețea (numărul de necunoscute, de exemplu 
sarcinile electrice q). 

Calculul circuitelor cu condensatoare folosind metoda aceasta, necesită 
următoarele etape: 


- determinarea numărului de noduri (N), laturi (1) şi bucle (йип sau cireuite), 


care nu ве suprapun (B); 
- stabilirea (arbitrară) a semnelor sarcinilor electrice pe armăturile condensatoare- 
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lor şi alegerea (arbitrară) a unui sens de parcurgere: | 
` Г Я * mi st si 
- scrierea sistemului de 1, ecuaţii. La ace l i iw 
din egalitatea sarcinilor condensatoarelor inseriate (sau din egalitatea tensiunilor 
condensatoarelor derivație), | E | 
rezolvarea sistemului de ecuaţii. Dacă pentru una sau mai multe sarcini se obțin 
valori negative, se va schimba polaritatea armăturilor respective: 
- determinarea tensiunilor şi energiei inmagazinată їп condensatoare, | 
Aplicatia 1. Să se rezolve prin metoda tcoremclor lui Kirchhoff prezentate mai sus. 
circuitul cu condensatoare din fig. 2.22, în care: à 
C, = 7yF,C5 = AgE,C5 = IgF,C, =2pF, U = 250V | 
i Se formează sistemul: (A) :-q1 +q2 +43 = 0; 


stem se adaugă si ecuaţiile rezultate 


(іу: 31 43 ы = 


| С, C3 C4 
491 33. 94 
I) чл „ = =0 
‹ с; Сз (Сі 
| în care: 43 4а. Se obține : qj = 7.1016. 
Fig222. 2. SE ау=6-107#С, аз =a4 = 107*C, 
4 ү И = 2l pe З a s > diss - 
Оу = 21 =100У, U5.222 = 150У, 2 -U4.2 33 =100V, 04 = 35 2 50м; 


W, = сан =710727,- W= а 59303 = 0727; 
TEN 52 Eu кес Жо 
Wa = 5904 205.107], W= У №; -17,5-10721. 
t ї=1 

2) Metoda transfigurării. Transfigurarea grupului-de condensatoare din triunghi în 
stea, sau a grupului de condensatoare din stea în triunghi (fig.2.13), se foloseşte in scopul 
de a reduce numărul de laturi (noduri) dintr-un circuit electrostatic şi a rezolva. deci. un 
sistem cu mai puţine ecuaţii date de tcoremele lui Kirchhoff. Sc revine apoi la circuitul 
inițial, urmând să se mai rezolve de regulă un sistem cu trei ecuaţii. pentru a determina 
sarcinile din grupul triunghi (sau stea) transfigurat. Pentru transfigurare se folosesc 
relaţiile (2.27) și (2.28), în funcţie de structura rețelei cu condensatoare, 

Aplicația 2. S4 se rezolve prin metoda transfigurării circuitul, electrostatic 
reprezentat în fig,2.23, în саге ; U = 60V, С, = 1,5 uF, C, 6 MF. Су = 1 ВЕ, С. = 4 pF, 
Cs = 2,5 uF, 


Se transfigurează C,C;C, în stea (fig.2.24) şi se obțin capacităţile echivalente: 


CC 
Ci; =C) +6) + p = 16,SuF,C23 = C3 +С + es -2.75ҺЕ, 
1 
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Fig.2.23 Fig.2.24 
C с - E : d Re . 
C41 = Сз + C, + E iz pn im . Se formează sistemul de ecuaţii: 
азі 95 _ 923 412 14232; 
7412 + 923 +431 = =0, da 98 mu, =U, 
C31 Cs :€53 ©. 612: Des i 
în care Q3 = qa, фз = 4 şi se eu uid 4з- -1801С, 45 = 923; = ея 


94 = 931 =804C. ` : 

Se revine la circuitul iniţial şi se formează sisternul'de cetății 
арта чут, уты 
€i Ey. Са 77” E 
p саге аге soluțiile: 91 = = 60uC, 42 = 120puC: q3 = -200C.. =. e ts T 


qi жаза» 92 +43 = q23; | 


Си тш Ui = a se. obține: Шү ERU. 15 = = 93: = = =20V, a =40\. 


1 


iar си relaţia wW = 2404 se obține! W, = 1,2 т, №; =12п]. Wy -02 mJ, W4 = 0,8 


mJ, W= =2 m. 
Energia totală este : W, = УМ) = E 
n 3) Metoda sarcinilor de contur. Se: folosesc sarcini electrice fictive, -qe - numite 
1 "sarcini de contur” (fig.2.25.b), care se "scurg" in circuitele (buclele) independente, 
n identice ca număr (B) cu buclele fundamentale ale circuitului. La circuitul reprezentat 


13 
9, Чез 


o 


Flg.2.25 
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simplificat in fig.2.25.a (В=3, N=3, L=5) se ро! ataşa relaţiile de echivalentă : qi = фр: 
4: = да da 3 Q3 = Че +з ; 942 “des : 95 = qo саге reprezintă substitu(ii in ecuaţiile date 
de teorema I a lui Kirchhoff (pentru circuitul din fig.2.25.a), ecuaţii care devin banale. 
Aceleași substituţii introduse in ecuaţiile date de teorema а doua a lui Kirchhoff. conduc 
la un sistem cu В ecuaţii, având ca necunoscute sarcinile de contur qe : | 

Зи Чел + 51290 +... + 81840 = Ui 

Saqa + S490 ++ S284 cB = Ya ң (2.49) 


Sade + 86292 ++ ЭвзЧсв = Un 
in care S reprezintă elastanta, S = s Е. adică inversul capacităţii laturi; respective. 
Toti termenii din (2.49) reprezintă sume. De exemplu. termenul (Sijq;) se citește: “suma 
elastanțelor din bucla i afectate de sarcina q,, inmulțită cu această sarcină”. sau termenul 
U, se citeşte "suma algebrică a t.e.m. din bucla de ordin "К": Se constată că 5, = Sj. 
Metoda sarcinilor de contur constă în: alegerea arbitrară a polarităţilor sarcinilor 4 
Si qa; formarea sistemului (2.49) şi rezolvarea lui, având са necunoscute qe, determinarea 
sarcinilor q din laturi, ca sume algebrice ale sarcinilor de contur, schimbarea polarităţii 
sarcinilor q negative; determinarea tensiunilor şi energiilor fiecărui condensator. 
| E A 5d -, .Aplicaga 3. Să se rezolve 


[NT circuitul „electrostatic. діл. -- 
fig.2.26,: “folosind metoda” 
> Sarcinilor = de . “contur. . Se 
cunosc : 1115150У, U;-50V; 
04=160%. 1=200У. 
5 C,-400pF. C;-300uF. 
2.2. C$37200uF. C4» 100uF, 
T C.-60pF, C;-10uF. 
`С;=250рЕ. ; Со. polaritàtile 
alese arbitrar pentru sarcinile 
Ч Я 9, se serie sistemul 
(2.49): 


(S2 + Sa +96 ел 45542 +6(-чез) = 0; 
5здеу +(51 +53 +54 јао +54 (-Че4) =U; - Us 
5(-аа) *(S« +87 + Salca * S704 = Ug 
S(-352) (84 + Ss +57) 44 +5743 = U4 


Fíg.2.26 


а, 


- 37 - 


in care $; ==} @= 1,2,.. ,8). Se obtin soluţiile sistemului: q = 6mC ; да = -4mC; 
1 


qo75mC; 4а = -3 тС, Rezultă sarcinile condensatoarclor : 


4 = qe] = -ámC; 42-4: = 6mC; 
2. 445-42-44 = IMC: 
= -9с4 =3тС; 96 = dc - сз = С; 


97 “Чез +94 =2MC; qg = dea = 5С. 

` Verificarea calculelor se face cu teorema 1 Kirchhoff. in nodurile, circuitului : 
A--qQ1-402*93-24-642-20 
Вэ +91 +94 +95 = -4+1+3= 0, с: 


Tensiunile condensatoarelor sunt U; = 3i ii = 1.2.8). Energiile condensatoare- 


Ci 
E E i ЕЕЕ 
lor si energia totală au valorile: W; = 240; (1= 1,2, ...,8); WZ УМ; 20431. 
i ЖАН! 

4) Metoda superpozitiei. Teorema superpozitiei (a suprapunerii efectelor) într-un 
circuit electrostatic se exprimă astfel: sarcina electrică dintr-o latură oarecare este egală 
cu suma algebrică a sarcinilor electrice injectate succesiv in această latură de către fiecare - 

t.e.m. în parte. Teorema este o consecință a. liniarităţii circuitelor. deci a liniarităţii 
ecuaţiilor circuitelor cu condensatoare, ale căror capacități electrice rămân constante, 
independent de tensiunile şi sarcinile din circuit. y 

Metoda superpoziției constă іп determinarca succesivă a sarcinilor injectate in 
circuit sub acţiunea unei singure surse de t.e.m. (se consideră anulate efectele: celorlalte: 
surse de. t.e.m.), apoi se însumează algebric (se suprapun) sarcinile. pentru a obține in 
fiecare latură, sarcina electrică rezutantă. Metoda se aplică numai în cazul când circuitul 
conţine 2, maximum 3 surse de t.e.m. 

Aplicația 4. Să se afle prin metoda superpoziţiei sarcinile electrice acumulate de 
condensatoarele circuitului electrostatic din fig.2.27.a, іп care se cunosc: lÀ^ :200V, 
0,=80У, С,=80дЕ, С,=250нЕ, C3=200uF, Ca=60pF, Cs=100HF, Ce=100uF. 

i - Sc menţine in circuit numai efectul sursei 11, 
(fip.j.37.b) şi se determină sarcina qi: 


км ж М 


219387 x 


- Se саїсшеалй tensiunea intre nodurile A - E (fig,2.27.b) precum şi sarcinile q',, 


died Ча леді = СОЕ: 43 = 4<С ЧАк. 


- Se află Ugp şi rezultă 4 Я q's „UBD VE q = = C3Upp: qs = C4Upp- 


- Se mentine in circuit numai efectul sursei Uz (fig. 


2.27.) şi în mod rimilar se 
determină sarcinile electrice q'. i 


"^ с, (С; +С" : mL TES 
dla POT ue. r MN 
: Соз СС” қ qr a ч 


qs = СО вр; 4з 7 6 7 им ЕЕ 
* = Сул; т С : 5у A 
--Se calculează sarcinile din laturi, сырат polaritäțile acestora în cele trei 
circuite (fig.2.27) e 
qı =q',-q'"=8mC; 92=-9 50"? =5тС: 
43546: а'з-ч"з=2тС: ^. q4 = q'4+q"4 = 6mC: 
q5 20540 52 7mC; 

- Se verifică teorema I Kirchhoff in noduri (У, а = 0), precum si bilanţul energiilor: 


1.59 
Уа, = 159.156, 02; = 1.025 J : unde Ош -2. = 112.6]. 
ігі 234; 251 
5) Metoda tensiunii între noduri. Sc recomandă in cazul circuitelor cloctrostaticc 
cu două noduri, deşi poate fi construită şi o teoric a metodei, aplicabilă la circuite cu peste 
două noduri, dar volumul de lucru este relativ marc. 
Р Fie un circuit electrostatic cu două noduri si n laturi (fig.2.28). la care tensiunea 
între noduri este Uo. Din teorema II a lui Kirchhoff : 


= Ө -- 


gi 

> + Оо = О 

E mau 
q: 

== +0 = 0 

кашы ас 
Ча + ts eU, 


n 


rezultă sarcinile condensatoarelor 
а! = С, (0, E; Чо) 
q: = C; (Uz - 00) 


Á (2.50) 
Uo an ; 
B qn = С,.(0, - Uo) 
| Fig.2.28 Din teorema I Kirchhoff aplicată nodului A : 
| 1 4/54:%...%% 7 0; rezultă: 
| Ci(U, - Оо) + C2(U2 - Чо) +-+ Ca(Un - Чо) =0 
^ Se deduce tensiunea între noduri : 4 
Us ISLE Va past О.С - Уос " (2.51) 
E C; + Ca +...+ Ca ЖӘЕ ) 


Fiind cunoscută tensiunea între noduri. se calculează sarcinile q, (i = 1.2.....n) cu 
relaţiile (2.50). ; s А 

| Aplicația 5. Ш circuitul 
5 electrostatic din fig.2.29 se cunosc: 
U,=200V,  U;-150V,  Ug-120V. 
C,-100uF. C;-40uF.  C3=30uF, 
C4710pF, Cs>20uF. С„=350[1; 
a) S& se rezolve circuitul prin metoda 
transfigurării. combinată cu metoda 
tensiunii între noduri: b) Să se afle 
valoarea tensiunii între nodurile В-С 
şi valoarea sarcinii q in cazul 
всипсїгсийагїї şi deschiderii nodurilor 
В-С; c) Ce valoare trebuie să aibe C; 
pentru ca sarcina qa să fie nulă”: d) Се 
valoare gi ce sens trobuie.să aibă o 
sursă de t.e.m. Ца, саге, montată in 
serie cu Ca, impune Unn = 0? 


Fig.2.29 
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Rezolvare 
а) Se transfigureazá bucla ABD în stea 
(fig.2.30) în care : 


Ca = С +C3 + C2C3 . jour 
190 
Св = C2 + Cq + 6254 = a ^ mg 
C,C4 _190 
- En НЕ 
сь=Сз+б4 TE 


Circuitul astfel transfigurat arc 


- două noduri, deci poate fi rezolvat, in 


Fig.2.30 continuare, prin metoda tensiunii între 
noduri. Din (2.51) se obține: | 572, 
« № С.С» о, Себу 4: € СА 
__ 65+ C, *Cp EMEA 
0 Cg, CCo , ССА | 
и я СГ ас 


21020. "e v 


“іп саге qi gi U; suni. precedate de minus i 2), deoarece au polaritāti inverse, comparativ cu 


cele din їїр.2.28.` 


Se revine la circuitul inițiat din fig.2.29 $1 se deduc celelalte sarcini electrice: 


"2 4 
с; Б 
LENA 
C3 ră 
32 _ 94 
с; C, 


'* aÚ U 542 4. 107°C 
* e mUe +U 243 26: 107°C 


g З 
== 0: 244 = 10 


Rezultatele sunt verificate cu teorema | Kirchhof in nodurile А.В.С. 


= MU = 


Se calculează tensiunile pe condensatoare: Оа = a, precum si energiile: 
i 


12 ЗР 
We 5290; 752006 


Metoda prezentată are avantajul că nu necesită кшш de sisteme de ecuaţii. 
necunoscutele obținându-se succesiv. 


b) Cu teorema И Kirchhoff rezultă: U pc + 3 = Us = Олус = 0. adică nodurile 
5 


B si C au aceleasi potentiale Vg = Vc = -100V (даса nodul А ве consideră pus la pământ, 
când V, = 0). Dacă B si С se scurtcircuiteazá. qisc = qi 'şi nici celelalte sarcini nu se 
modifică. Dacă, însă B si C se deschid, atunci: 


PRX Е К е * 2 +С; 
С, Cs Савр : = E 
c) Pentru са q4 = 0, este necesar са: INS NE. adică : (Ue Оль $i Unc 
: qB = 4 = qs şi Чу = 46 = qp- 


аш = =(U, Us) = 8.2 mC, іп care Сдвр = Су Sa =З8иЕ. 


= (bc, sau 

Cu aceste condiții sé scrie sistemul (folosind elastánlele, $; = c {= 23.4.56): 
A um i 

S)dg = 5390 

395 -ав85 = 06-456 

м жар) * ap(85 * Ss) = U; + 

$183 (6 - Us) + S3$«(U, € Ug) 

Sg(U1.4 Us) + (5, 5305-06) 


Introducánd valorile numerice se obţine S 15: 105 F^, sau. Сз = 67-10 ЗЕ. 


бі rezultă elastanţa 52 = 


Se constată că.dacă Us = Us, atunci $5 = Se adică sc regüscgle condiția 
a 1 56 
cunoscută de echilibru a punţii simple. 

d) Pentru a afla valoarea și sensul de debitare a ипе surse U; care să anuleze Ugo 
(94=0), este suficient să se pună condiţia de egalitato a sarcinilor до contur qei > qc: 
(fig.2,29), obținându-se sistemul sarcinilor de contur : patru ecuaţii cu patru necunoscute 
(acas # 0%): 


9с; © 9с2 

9с1(52 +53 + 8,)+8,(-ас;) + 83(-Чсз) = -Ua : 
-8ci$4 + 4с: (S4 + Ss + 5) Seq) Ua + Us Че 
-9с155 + 85(-Ч сз ) + Ясз (Si + Sa + $6) = U, + Us 
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in care, U, s-a admis că debitează în latura Са(94) de la D spre B. Se elimină д, Я rezultă , 
| U $355 - 8586 
tensiunea U4 = (Ue “ш +(U + 6) 6. + 5з) +8(8з + 56) т) 8-65 756) 


Introducánd valorile numerice se obține : Ua 2307 V. 
dacă И; = Ue, atunci U, = (Ui +U у 382988 
ағасы ы асай ы SS; +85) +S ($3 +56) 


adicà, depinde valoric de dezechilibrul punţii AS = $35: - 5:56. dar si de valorile si 
polarităţile relative ale surselor U, si Us. În sfârșit. dacă 1 р = Ug = 0. atunci Us depinde de ( 
valorile AS şi Ui, precum şi de semnele (polarităţile) acestora. 

6) Metoda generatorului de tensiune echivalent. Un circuit ramificat cu 
condensatoare și surse de t.e.m. este echivalent cu un generator de t.e.m., care injectează 
sarcină electrică în una din ramurile circuitului cu capacitatea C (elastanla S = ИС) 
considerată receptor unic (fig.2.31). Circuituj ramificat se. inlocuiegte cu generatorul de 
tensiune echivalent, din care se extrage latura care conţine capacitâtea C cu sarcina q 
(fig.2.31.b). іп circuitul echivalent, Олво este t.e.m. a generatorului echivalent. egală cu 
tensiunea la bornele А-В când acesta funcţionează în gol (Uaso = VA - VB): iar Capu este 
capacitatea interioară a sursei de tensiune echivalentă. calculată іп acecagi condiţie: 
ramura A - Саво - В deschisă. Rezultă (teorema Thevenin), 

_ ЧАВО Tm 
E о а 


Circurt 
romițico! 


с 


cv 
congens0- 
toare 


Fig.2.31 
Metoda generatorului de tensiune echivalent se utilizează in cazul când se cere să 
ке calculeze sarcina electrică dintr-o singură latură a unui circuit cu condensatoare 
Aplicația 6. În circuitul electrostatic din fig.2.32 se cunosc: U = 108V, Ui -100V. 
190007, U;=70V , U4=120V , U6=25V , Сі" C; = 100и, Cas С,=200цЕ, Ce С 
40017, C-250pF; а) Să se afle sarcina q din condensatorul cu capacitatea C a n MN 
prezentată. b) Ce valori vor avea sarcinile q. 2. 94 şi qs dacă se UN ; 


străpung) condensatoarele C), C, si Ce? я ^i 
Ráspuns 
а) Se deschide latura A- uA - 

sarcinile: А-В (fig.2.33), obținându-se trei circuite independente, cu 
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№. +5107°С 


Se aplică teorema H 
; Kirchhoff in bucla cen- 
= тай: 


TEE 
* din care rezultă. © 
Uagc=-127,SV.Se pasivi-zeazà 
© circuitul din fig2 33. şi ze 
d ‘calculează capacitatea echiva- 
. еп: WD 
= а 
"TG Dy. 
s.d 1 А 
“аб GO б 
Rezultà (2.52) 
2 Озо 
RIT 
de 


C баз 


Сарт. 


= 4101072406 


Fig.2.33 


| 
| Я 
| бес polaritatea sarcinii q (in fig.2.32) este inversü 

| b) Prin scurtcircuitarea condensatoarelor Ci, Су, я Ce, celelalte devin toate insenate. 
| având aceeaşi sarcină electrică nemodificatà: а=(Ш + Ui - Ug = UC & 10-103 E = Кас. 

| 


Va Usi, 


йет NN TOL siine 


$2 S, Sa 
Se deduce că și inițial, înainte de scurtcircuitare, 484324650. Surele de tem. Un 
Оз, Us sunt în "opoziţie" și "compensează" tensiunile între nodurile A-F, F-E, E-D 


=й = 


Capitolul ттт 
ELECTROCINETICA 


rile electrice ale conductoarelor parcurse de 
identá experimental ($) prin 
ductoare). " 


Electrocinetica studiază stă 
curent electric de conductie, stări puse în ev 
dezvoltarea de căldură (ce se produce în aceste con 


3.1 REGIMUL ELECTROCINETIC STATIONAR 


Regimul electrocinetic stationar este regimul stărilor electrocinetice caracterizate 


prin mărimi de stare invariabile în timp, fiind însoţit de efecte electrocinetice constante. 


3.1.1 Cámpuri electrice imprimate 


Dacă forțele de natură neelectricá F, care acționează asupra purtătorilor mobili de 


sarcini electrice q au valoarea dată de legea acțiunii ponderomotoarc. atunci $e poate 


y 
A 


considera că aceste forțe sunt determinate de un câmp electric, denumit câmp electric 2 
à : m 


imprimat: 
Е ENA 


-a p 


Câmpurile imprimate pot fi localizate intr-un domeniu spațial (câmpuri imprimate 
de volum) sau pe anumite suprafețe de dicontinuitate (câmpuri; imprimate de contact). 
- Câmpurile imprimate de volum pot fi: de acceleraţie. de concentraţie şi termoelectrice. 
Câmpurile imprimate de contact pot fi: termoelectrice. galvanice şi: fotovoltaice! Câmpul 
electric imprimat este caracterizat de integrala; ш ; 
ép [Ed Ba WE T 
2: 2 pd > 


3.1.2 Surse:de tensiuni electromotoare dc c.c. 


Sursele chimice de t.e.m. se clasifică în ; surse primare sau pile electrice și surse 
secundare sau acumulatoare. Aceste surse sunt construite. în principal. din doi electrozi 
situaţi într-un electrolit, la a căror suprafaţă ia naștere un câmp electric imprimat de 
contact, 


1 


0 
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Pilele electrice sunt surse primare de Lom. ireversibile, a căror utilzare este 
limitată. Ele posedă, do regulă, un electrod negativ din zinc şi un electrod pozitiv din 
cupru sau de cărbune. Pentru a evita fenomenul de polarizare sc introduce in electrolit, in 
jurul electrodului pozitiv, un depolarizant (МпО,). Un exemplu de pilă clectrică se 
prezintă іп fig.3.1 (pila Leclanché), 


Acumulatoarele sunt surse secundare de t.e.m. 
caracterizate prin reacţii chimice reversibile. prin 
Càrbune schimbarea sensului curentului electric сагс trece 
Depolgrizant prin electrolit. Ele permit ca orice sursă chimică de 
NH,CI tem. să transforme energia chimică in energie 
Zn: electrică precum si transformarea inversă in scopul 
| acumulării temporare de energie. După natura 

‚ . electrolitului, acumulatoarele pot fi acide gi 

Figil С alcaline. | 

Acumulatoarele acide (cu plumb) au electrozii 
formaţi din plăci de plumb, acoperite cu bioxid de 
"E . « plumb la electrodul pozitiv , respectiv cu plumb pur 
28 27Y.:. (РЬ), la electrodul negativ. Electrolitul este o soluție 


: '. apoasă. de acid. sulfuric. (H,SO4) În timpul 
в 5124) >; descărcării, se consumă acid sulfuric si se produce 
ЖЕ У apă, deci concentraţia electrolitului scade. La 
қ % 175Y încărcare au loc reacţii chimice inverse. În fig.3.2 

a - este reprezentată variația în timp a tensiuii unui 
ANR Au NR NE LL 1 t la încărcare, respectiv la descărcare cu 

2 — Curba de псёгсоге етеп à : 
---Curbo de descârcore. - curent constant. Fiecrae element al acumulatorului 

| i 62 cu plumb dă о tensiune de cca. 2V şi este 


caracterizat prin capacitatea sa, egală cu sarcina 
electrică, pe care o poate livra într-o anumită 
perioadă de timp prestabilită. de regulă 10 ore. 
Acumulatoarele alcaline au electrolitul bazic 
constituit din soluţie de hidratat de potasiu (КОН). 
=== Ele se realizoază în două variante: fier-nichel sau 
2 cadmiu-nichel, care au o capacitate mai mică şi o 
rezistență interná mai mare în raport cu cele acide. 
20 [ore] jn procesul de descărcare tensiunea este in jurul a 


1,2 V/element. | 
În afară de sursele chimice de tensiune 


1,81..185Ұ 


5 —Curbo de încârcore 
j = - Сигро de descórcore 


' p electromotoare (sume primare şi surse secundare), 


Fig.3.2 descrise, pilele du combustie si termoelectrice se 


- 46 - 


bazează pe conversia directă a energiei chimice în energie electrică, la temperatura 


um Vasilescu-Karpen a realizat o pilá de combustie de 1.8V, cu 
- electrozi din platină spongioasă, din cate unul este în contact cu acidul агай, iar celálalt 
cu hidroxidul de potasiu, cei doi electrozi fiind separați printr-un perete izolant poros. 

Deşi fenomenul care stă la baza. acestor pile este cunoscut încă din anul 1921 sub 
denumirea de efectul Seebeck, el nu a fost aplicat în scopuri energetice decât relativ 
recent, odată cu descoperirea semiconductoarelor şi a proprietăţilor acestora. Astfel, s-au 
construit generatoare având puteri cuprinse între 20W şi 200W, pentru alimentarea 
posturilor de radiorelee si radioreceptie. Fiabilitatea unor asemenea generatoare este 
mare, neavând părți mobile. 


3.1.3 Starea electrocinetică. Curentul:electric 


Starea electrocinetică a circuitului este pusă în evidență prin efectele sale şi 
anume: efecte mecanice (exercitare de forțe şi momente asupra conductoarelor).efecte 
chimice (electrolize), efecte calorice, efecte luminoase (descărcări in gaze) etc. 
Caracterizarea stării electrocinetice se face cu ajutorul curentului electric de conductie, 
care microscopic se defineşte drept viteza de transmisie a sarcinii electrice prin secțiunea 
conductorului de către particulele libere încărcate, în mişcare faţă de conductor: 


Relaţia (3.3) presupune alegerea unui sens de referință al curentului, identic cu 
sensul în care trebuie să se deplaseze particulele cu sarcina pozitivă. 

Pentru caracterizarea locală, într-un punct dat. a stării electrocinetice, se foloseşte 
densitatea curentului de conducţie J, definită astfel incât fluxul acestui vector printr-o 
suprafaţă oarecare (fig.3.3) să fie egal cu intensitatea curentului prin acea suprafaţă: 


i= [298 = |548. (3.4) 

În conductor, spre deosebire de curentul de conductie, 

А : există si un curent de convecție, determinat de mişcarea 
aet particulelor încărcate, datorită mişcării intregului corp: 
9 {сеу = Jos dS, (3.5) 


precum și un curent de deplasare cauzat de variaţia in 


Fig.3.3 timp a inducției electrice D, a cărui densitate este 


NES) 
dpi = = 


десі: Í depl = 74105, 


(3.6) 
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care, ca gi curentul de сопдисНе produce câmp magnetic, 
Astfel, intensitatea curentul total din conductor este 
анны (3.7) 


3.1.4 Teorema refracției liniilor de câmp în regimul electrocinetic 


Dacă se consideră două medii liniare, izotrope, conductivit&tile +, şi va, separate de 
o suprafaţă S, atunci curentul de conducție prin suprafața elementară dS este (fig.3.4.a); 
di = 145 = J2dS de unde rezultă J,dScosa, = 14$ 080.) sau Ју сово = J} cosa; 


adică: Jui "^ Ju (3:8) 


Fig.3.4 
Tensiunea electrică între două puncte A si B situate pe suprafața de separație 
(fig.3.4.b) când AB= d este dup = Edi = Е,й de unde rezultă: Е. тои = Ezdisina, 
sau E, sina, = E, sina adică: Eu = Eo. (3.9) 
во Ju Jn lu 


Din fig.3,4 rezultă sL, ze, 
воз Jg Jo Jua 
Ştiind că Jy = y ,Eq şi Jia = Ya Eu (in absenta câmpurilor imprimate, E = 0) se 


obține : 


2811 ы ATU Îl (3.10) 
Шу; УЕ 72 


3.2 CIRCUITE DE CURENT CONTINUU LINIARE 


Se înțelege prin latură, o porțiune de circuit formată din elemente de circuit legate 
іп serie, între două noduri; numărul total de laturi alo unei reţele se va nota cu L; prin nod 
de înţelege un punct al circuitului în care sunt legate cel puţin trei laturi; numărul total de 
noduri se va nota cu N; se înțelege prin ochi sau buclă - orice contur inchis format dintr-o 


succesiune de laturi ale reţelei, numărul de bucle independente se va nola B şi reprezintă 


248. = 


numărul maxim de bucle care nu se suprapun. 
În orice circuit electric există relaţia : 
LeB+N-l,. (3.11) 
Pentru circuitele electrice de curent continuu, curentul de conduc(ie se va nota cu jü 


3.2.1 Teoreme! lui Kirchhhoff. Conservarea puterilor 


Prima teoremă a lui Kirchhoff este o consecinţă a legii de conservare a sarcinii 
electrice în regim staționar. Această teoremă se sprijină pe faptul că intr-un nod nu are loc 
acumulare de sarcini electrice (fig.3.5.a): -h + la + I; - Ц = 0. Pentru un nod oarecare 


suma algebrică a curenților este egală cu zero : 


Хі-0 - "* ca BIB 
A doua teoremă a lui Kirchhoff se scrie: ПЁ $ 
У0= УА - А L or t. ME ce, (3.13) 


adică de-a lungul oricărui ochi (bucle) suma algebrică а t.e.m. esté egală cu suma ' 
algebrică a căderilor de tensiune. Un exemplu de aplicare a acestei teoreme este dat in 
fig.3.5.b, în care sensul de referinţă în lungul buclei este comun : 

- В + Rob + В; - R4L + Rss = U, - U; + U4. 


е Cu prima teoremă a lui | 
Kirchhoff .'se..pot^ obține” (№1) 
“ecuaţii independente. pentru (N-1) 
„noduri; Си a doua teoremă a lui 
Kirchhoff se pot obține B ecuaţii 
independente, corespunzătoare bu- 
clelor сагс nu se suprapun. Se 
obține un sistem de 1, ecuaţii 
independente care permite, de 
b. exemplu, calculul curenților celor 
, Fig.3.5 L laturi în funcţie de t.e.m, Я 
rezistentele circuitului. Calculul acestor curenţi se face astfel: se alege câte un sens 
arbitrar pentru curenți; se aleg sensuri arbitrare de referință (de parcurgere) a buclelor: se 
scrie și se rezolvă sistemul de ecuaţii obținut din teoremele lui Kirchhoff. 
Conform legii de conservare а enorgiei, rezultă că într-un circuit de curent 
continuu, puterea dată de surse (25 UI), este egală cu puterea primită de roceptoare: 


„ Pe DU SRI, (3.14) 
care reprezintă teorema conservării puterilor in circuite do c.c. Produsul UT este negativ 
dacă sursa de t.e.m. respectivă funcționează ca receptor. 


zd 


Puterea dată de surse se obține considerând un acelaşi sens de referință pentru U şi 
1, Relaţia (3. ч) se utilizeaz si са o verificare a rezolvárii corecte a circuitelor. 


3.2.2 Legarea rezistenjelor si surselor de t.e.m. 


P 1) Dacá mai multe rezistente sunt legate in serie ele pot fi inlocuite cu o rezistență 
echivalentă a cărei valoare este egală cu suma rezistentelor parțiale (fig.3.6.a). 


A 
112% > 
р Е = | 
Я рір,3.6 ^ 
' Rezultă U = U; + U, +U; = Ril + Ral + Rule (Ri: + Ra ERIS RE au R= R,*R* Rs 
În general: R = УВ, i 71,2. : i» ЕИ (318) 


unde R este rezistența echivalentă а Been, de rezistenţe serie. - 


1 2) La legarea in paralel a mai multor rezistente (fig 3. @ 9b) curenţii din ып sunt: 
b еШ dun , 
1 Ri > 12 Ra 3 [Ne 
i “Aplicând teorema I à lui Kirchhoff în nodul A se obtine: 
i Lied cd =) 
1=1+6+6=Ч —+—+ UL, 
ru] 21713 E R; TE H В" 
4 1. 1-7 AS Я 
Rezuhă L= ++- sau, in general R = ——- (3.16) 
| в В.В. R3 y 1 
; “ә, 
unde R este rezistența echivalentă a grupului de rezistențe legate în paralel. Pentru două 
rezistenţe legate în paralel: 
F p= RR олт 
; Ry + Ra 


„Ra = В) atunci rezistența echivalentă , 


(3.18) 


} iar dacă există n rezistențe identice (R, = R 


este: Re = R 
n 
3) Pentru înlocuirea unui grup de trei rezistențe logate în triunghi i (fig.3.7) cu alt 


grup de trei rezistențe legate in stea (Пв.3.8), 
potentialele punctelor 1,2,3 să rămână aceleași (ca va 


sau invers, se impune condiția ca 
loare) si după transfigurare. 


Fig.3.7 


Fig.3.8 
Rezultă cá şi curenții 1, Iz, Iy îşi vor menţine valorile după transfigurare. Implicit. 
rezistentele echivalente dintre două borne trebuie sà fie egale, atât în cazul legării in 
triunghi, cát şi în cazul legării in stea: 
Rp (Ra +В 
(Ras + Ёз) ER 
Ер +(Ra3 + Кз) 
Rj(Ri; +R 
(Ен + Rai) E Bote Ri 
Кз * (Ri + R31) 
Вы (Ви? +з). Rio + Rio 
Ra +(Ер +В) los 


(3.19) 


Pentru transfigurarca din triunghi în stea, se rezolvă sistemul de 'ecuaţii (3.19) î în 
raport cu Rio R2, Ryo: ! ^ 


я КОВ a 


nem 
Ж E Roki ; 
К + Кз + Rai 


Ra) ШЕЛ RaRa ' (3.20) 
Rp +Ra+Rai _ Ку +3 + Raj 

Pentru transfigurarea din stea in triunghi, se rezolvă sistemul de ecuaţii (3.19) în 
raport cu Ва», Ras, Ru: i Е 


[Вы = = Ro Fay "i d 


R 
Ras = Rao + Ra, (05% (3.21) 
f Rio 
R31 = Rio + R30 «gt 
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4) Legarea in serie a surselor de t.e.m, se efectuează atunci când se cere o t.e.m 
totală relativ mare (fig.3.9); U = U} +U, +..+0 


Dacă К este rezistența circuitului exterior, Žr- suma rezistenţelor interioare 
valoarea curentului este; Į = 


U қ 
РТ UR=U 


RI SI (3.22) 


= 5 = 


Elementele legate în serie, au in mod obişnuit aceeași 
t.e.m. Uo aceeași rezistență interioară г și același curent 
nominal de descărcare. În cazul legării în serie a n 
elemente, t.e.m. totală este nU,, iar rezistența interioárá 
nr. Curentul debitat ре rezistența exterioară 


А nU, Uo А ] А 
а i= — = D 
еуіле E R? iar diferența de potențial la 
г+— 
Fig.3.9 bornele receptorului: 
R R 
Ug =RI=nU = Оо —= 3.23 
R nos RO S т R (3.23) 


п 

5) Legarea în paralel a surselor de t.e.m. se efectuează atunci când se cere un 
curent 1 in receptor, mai mare decât curentul I; din.sursele de tensiune. Legarea în paralel 
se poate face numai cu elemente având aceleași 1.с.т. şi aceleași rezistenţe interioare: 


Fig.3.10 a ES 
astfel, între diferitele elemente se produc curenţi locali de circulaţie (curenţi de egalizare) 
care produc pierderi inutile de energie, chiar atunci când circuitul exterior al grupului este 
întrerupt. Dacă elementele sunt identice, t.e.m. a grupului este egală cu t.e.m. a fiecărui 
element, íar rezistența interioară a grupului este egală г/п, г fiind rezistența interioară a 
unui element şi n - numărul elementelor în paralel. Când grupul debitează pe o rezistență 
exterioară В, curentul total este (fig.3.10) 

Ug | nUo (3.24) 


LR nR+r 


Fig.3.11 


l= nlo; Іт 


n 

Diferenţa de potential la bornele receptorului este | 
= a nU g-m (3.25) 
Ug FRI шге n o TIR 


n 
6) Leparea în serie-paralel a surselor de t.e.m. se efectuează atunci când se cere o 
t.e.m. totală ridicată, cât și un curent total mai mare decât al unci singure surse (fig.3.11). 


2482: = 


Dacă m este numărul de elemente legate in serie şi 
legate în paralel, curentul total este: I = plo, un 


тй pmUo 
Iz = тА 
5 шор mr +ркК. 
p. 4 ES 


Tensiunea la bornele receptorului este: 


© КЕ 
Ug = RI = pro сү 


3.2.3 Transportul energiei electrice în с.с. Transferul maxim de putere 


p numărul seriilor de elemente i 


de 1 este curentul dintr-o serie, Rezultă: 


(3.26) 


Ín genera! pentru transportul énergiei electrice in curent continuu se foloseşte o 


` rețea cu două conductoare (unul de ducere al curentului şi altul de întoarcere). Lungimea 
liniei electrice este. 1, secțiunea conductorului este S. 


М eg 8 
к +В В+ 


1 Rezisténta conductoarelor este fp = p. 


“Curentul din receptor (cur 
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R 
dinlinie) este: 27 


р5 iar rezistivitatea acestuia este p. Sursa de tensiune 
(generatorul) are t.e.m. constantă şi egală си U, 
rezistența interioară este. го, iar consumaiorul/ 
/» (receptorul) are rezistența R (fig.3.12) 


Practic то << г. Se utilizează notația; Tof fem Ro. Alte mărimi elecirice ale rețelei sunt: 


- tensiunea receptorului Ug = =й = 
» TION Ro +R 


_, = căderea de tensiune pe conductoare AU = rol = U 


- puterea consuinată de receptor Р = RI? = U? 


Р 2 
- puterea debitată de generator P, = UI = 


- randamentul liniei me pe SR = É К 
g о+ Е 


sau, ținând seama de pierderea de putere AP = Ul, n = " 2 


U 
ТЕЗ 


R 


(Ro +R)? | 


эб ыу Бб. 
Ro *R Ro+R 


(3.27) 


(3.28) 
(3.29) 


(3.30) 


> $J ы 


Transferul maxim de putere. Dacă relația (3.27) se consideră o funcție de R, atunci 
P(R) are un maxim pentru derivata nulă: | 


АР а| R Ro-R 
“зш үн ен анан E -0 
Ды = 3.31 
„AR dR| (+в) (Ro + К)? po 
de unde rezultă condiția de maxim R = Ко. (3.32) 
| În cazul к a ba de putere când R = Ro mărimile élecirice ale rejelei 
sunt: Т= tate e Te = 3 AU-U— Re. LU. 
Ro*R 2R Ro+R 2' Ro+R 2' 
2 Jud. "dea Pa T 
E M NE ini MS ON i E 05 
(Ro + К)? 4R Ro+R: 2R Lh 


Transferul maxim de. putere este utilizat în electrocomunicatii unde se urmăreşte 
transferul unei puteri maxime Ја receptor, chiar la randament scăzut. 


3.2.4 Metode de rezolvare a circuitelor de с.с. 


Există mai multe asemenea metode, dar toate se bazează pe teoremele lui Kirchhoff 
(care le pot înlocui) şi realizează doar artificii şi sisternatizări care simplifică calculul. prin 
introducerea unor necunoscute auxiliare sau prin realizarea unui calcul din aproape în a- 
proape, care nu necesită gruparea ecuaţiilor in sisteme cu un număr mare de neciinoscule. 

A rezolva un circuit electric de curent continuu înseamnă а determina curenţii din 
laturi si a efectua (a verifica) bilanţul puterilor. cunoscute fiind rezistentele şi tem. 

1) Metoda curenților de contur (ciclici). Se folosesc B necunoscute auxiliare, 
curenți fictivi, numiţi "de contur”, asociaţi câte unul pentru fiecare buclă. Curenţii de 
contur se închid în buclele care nu se suprapun. fiecare parcurgând toate laturile buclei 
respective, îndeplinind condiția ca suma lor algebrică їп fiecare latură să fie egală cu 
curentul laturii respective. Prin exprimarea curenților din laturi în funcţie de curenţii de 
contur se satisface prima teoremă a lui Kirchhoff. În ecuaţiile date de teorema a doua a lui 

' Kirchhoff, se înlocuiesc curenţii din laturi cu curenţii de contur (curentul dintr-o latură 
reprezintă suma algebrică a curenților de contur respectivi) şi se obține un sistem cu В 
ecuaţii : B 

Ryle + Rizlea t аве = Ua 
Rola + В 7212 +...+ Ranlen = Че? A (3.33) 


Кага “Ерге +-+ Roalen = Uon 


unde R este suma rezistentelor din bucla i, 
suma algebrică a t.e.m. din bucla n. 


afectate de curentul de contur lj , iar Ua - 


= 54 = 


lor de contur constă în scrierea ecuaţiilor curenților de contur. in 


в н or din laturi іп fünctie de curenții 


rezolvarea acestui sistem de ecuaţii şi în calculul curentii 


T 1. S& se rezolve prin metoda curenților ciclici rețeaua din fig.3.13. in 


Aplicația { | 
саге: U; = 190V; Ц; = 150V; Ц; = 250V; О, = 60V: Us = 120V; Us = 20V; В, = 200: 


Ra = 50; В, = 20; В, 40; В, = 100, Re = 500; Ry = 50; Ra = 100: Ro = 150. 
Se formează sistemul: | 
(Ri + Ra + Ва Га + Ralea + Rel, 7 -Ui + U, 
Rala(R; + К, + 96 $ Коз эй U; * U, 
Role (Re + Rz + Ro)lea + Ralea + Roles = -Us 
‚| Вата + Ralea + (Rs + Вл + Ка) =R sles = -Us 
кыз - Rsloa+(R3+ Rs + К); = -U3 - Ug + Us 
care are soluţiile: Ia = -ЗА, leo = 8A, Ia = 2А, l4 = -6A. Les = -5A. 
. KS Сигеп din laturi au valorile : I, = - la = ЗА, 
[ = lea = 8А, b = -las = ЗА. 14 = la +10 = ЗА, 
I; = -la + les = 1A в = -la - les = 3A. 
L = le - la = 4А. 1в = ola - 144 = 9A. 
b Sla + le = 10A... iro — 
Dacă unul sau mai mulţi curenţi diri laturi-ar 
fi avut valori negative, sensul real din laturi ar fi 
fost invers pentru aceşti curenți. 
Se verifică bilanțul puterilor: 


P= SUI = ХВГ = 3500W -3.5kW. 


Fig.3.13 


. 2)Metoda superpozitiei. Curentul dintr-o latură oarecare a unui circuit liniar este 
egal cu suma algebrică a curenților ce i-ar stabili in această latură fiecare t.e.m, dacă 
celelalte t.e.m. ar fi nule (teorema superpoziţiei). Teorema este o consecință a liniarității 
ecuaţiilor circuitelor cu rezistențe constante, independente de curenţi sau tensiune. 

Curentul 1, din latura j se calculează cu relaţia: 


n n 
lj Da = 00 (3.34) 


їп care lx este curentul sursei k (în total fiind n surse care se consideră că funcționează 
separat), iar Оу este conductanta de transfer intre laturile k si j. 
Se calculează pe rând curenţii stabiliţi în laturi, 


Ў : sub acţiunea câte unci singure 
t.e.m. (se consideră anulate celelalte t.e.m. dar se mențin 


nemodificate rezistențele inteme 


| 
i 
| 
| 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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ale surselor) şi apoi se adună algebric (se suprapun curenţii) pentru a găsi in fiecare latură 
curentul rezultant. 

Aplicația 2. Să se rezolve prin metoda superpoziției circuitul din fig.3,14, în саге; 
U, = 60У; 0, = 40V; К, = 100; К, = 50; К, = 20; К, = 40; К, = 80, А 

1, Se menţine în circuit doar efectul sursei U, care debitează curentul 


E "M жен а 
ік, uocum 3 
В, +R; 
В, + Ё 
ЫМ + | ) + Re 
NT. 
4l 


Se calculează tensiunea intre 
punctele А/О 


— — — 


162 ei 


Fig314 5-22 Јарр= ц RR. -Y 
qoem de MEI TA 
3 5 ар ^ DE Я 3 ШЫ. 
г Rezultă curenți: г : 
i аңы 6657.2. (лї 81 
lj—9DL-.— A. I4 2152 5 =—А. 
Ку 41. В: + КК; в. 41 
d: HS ies В, +В. 
Se determină tensiunea între B,C: 
В.В 180 
Upg E Lp 2—À— =—У 
SE Чаде, di 
Rezultă curenţi: 
_ Ува: _ 336,21 Una. 45 
ть. 


2, În mod similar, se menţine in circuit doar efectul sursei U; şi se determină in 


ordine; I2», Upca, 152, Laz, Uana 12 Și I5. 
Se calculează curenţii din laturi: h = цу - la = 3А: В =: t 127 4A: 
з= + b2=2A;l4 5162 Іа" = ТА; 5 = 15 + 13 SĂ. 


3. Se verifică bilanțul puterilor P = Z Ul = 2: RI? = 340W. 


I -1, 
4. Rezultă conductantele de transfer: Сі) = Ul = 0,056 Q7!; 
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202 Qr ; ete. | 


12 
122 SN Gg = =01 971; Оэ = 
= 222 = 0134 О быз = 21 
G2 E^ Ве U 
3) Metoda tensiunii între noduri . Se aplică numai la circuitul cu două noduri; dacă 
Metoda tensiunii intre noduri 
circuitul are mai mult de două noduri se recomandă altă metodă. Se admite o buclă 


formată de o latură şi o linie a tensiunii la borne (fig.3.15); în acest caz se poate scrie: | 


: 2 Fig3.15. паш КОРЕК 
к + Up 2Uj; ЕЙ + Оо = Оз .. Rglg € Ug = Ug. 


з Uo. (u, - ЧоК: 


unde U, este tensiunea între cele două noduri. Rezultă: [| = 


ED id үг | E 
15 у =(U2 59/9; 129220 -(Ui- Uo )G, - unde.:G; este. conductanta 
f n ^s Sue 7а 


ramurii í; Ын: m TEC Я 
Deoarece zu- `0; теда (ar ) : Қ р Ug)65.-* (Un - Ug)8, 70. 
Se deduce tensiunea între noduri — - Site 
Uo = UiG; +. 0262 ж 0,6% Ж УОС iy 
бу + Ga +...+ Ga a G 
Fiind cunoscută tensiunea între noduri se calculează curenții : ' 
Deo, diei. (3.36) 
R; 
Aplicația 3, Să se afle curenţii din laturile circuitului (fig.3.16.b) în care: 
U, ғ110У; О, = 100V; U; = 50V; В; = 60; В, = 50; Ку = 300; Ва = 100. 
Ui Ua U3 


Tensiunea între noduri este Ug = - 2 d = ROV . Rezultă curenții 


(3.35) 


hz 


Uj-U U5-U Ж 
аги ЗА m СА ААА Ны, дац «0-00. вА. 


! 2 . 3 R4 


ж M ж 


Se verifică У = 0. Sursa О; funcționează in regim de receptor, adică 1; are sensul 


real invers. De asemenea, sensul real al curentului L, este invers, 

4) Metoda transfigurării. Transfigurarea se foloseşte în scopul de a reduce numărul 
de laturi dintr-un circuit complex si a rezolva, deci. un sistem си mai puţine ecuaţii (date 
de exemplu de metoda teoremelor lui Kirchhoff. sau de metoda curenților de contur). Se 
revine apoi la circuitul inițial urmând să se mai rezolve trei ecuaţii, pentru a determina 
curenții din grupul triunghi (sau stea) transfigurat. Pentru transfigurare se folosesc 
relaţiile (3.20) şi (3.21). 

Aplicația 4. Să se rezolve circuitul din fig.3. 16-a, саге U =178У; Ва = 100; 
Ra = 400; Ra = 300; К, = 250; Rs = 80, К = 20. Se transfigureazÁ steaua din punctul 

B şi se obțin rezistenţele din fie. 3.16.b, folosind relaţiile (3.21): е 
ВВ. 


Вы = Ru Ra +2124 = 43330: 
h B E Pon из ЖМ” Қа 7 
В! №: : i 
7 : s Ris = Ер TRG n Ri Rs о 
А c Ra 
pee Rs „ea, 


^] 
A Cürentul:debitat de sursa Ü se calculeazā din. 
f expresia: 5 7% Те - Я 
ia, лан aU VN 


Чы КК басы) 
В, Lu В; + Ra 


йз + Rua В; + Кц 
Din teorema a doua a lui Kiorchhoft rezultă 


К + Кц =U, deci 14 = SI, =37А. 
Ru 


R+ 


Rua + 


Se determină Uan şi Unc : 
R2R13 


) 
3.3.16" Оль =(1- 14) 


ji Я | U 
ш Rezultă curenţii: 15 = Чар = ЗА şi 15 = DE = SA. 
R2 Rs 


Se revine la circuitul iniţial şi se determină ceilalți curenți: h = [-15=6А: 
А. | ВЕБ-Ь=2А; LSI- В Я4А, š 
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Se verifică bilanțul puterilor: Р = Z, UI = ZRI? = 1602. 

Circuitul se poate rezolva şi prin transfigurarea ЛАВР sau ABCD. 

5) Metoda generatorului de tensiune echivalent. Metoda permrie să se determine 
curentul I dintr-o latură AB a unei rețele liniare (fig.3.17), fără a m& calcula. in acest 


scop şi ceilalți curenți din rețea. 


Circuit 


complex 
de c.c. 


Fig317 — Fig. 3.18 

Reateaua complexă, cu excepția laturii AB. se echivalează cz un generator de 
tensiune, având t.e.m. egală cu Одво şi rezistența interioră egală cu Ras- (fig.3.18). 
În acest caz, curentul I este egal cu raportul între tensiunca | „an de mers їп gol 
(latura AB deschisă) şi suma rezistentelor К şi Raso а restului reţelei pesivizate: 

1= _ ЧАВО _ (3.37) 
R+R ABO 

numită şi teorema lui Thévenin. - rt i 

Rezistenţa Raso se calculează tot 1а mersul în gol (latura AB deschisă). 

Aplicația 5. Să se afle curentul I din circuitul reprezentat în fig. 19-a in care: 
70, =185V; U, =В80У U, =75У; Ri = 30; Ra = 6Q; Ry 50:84 720: Ку 120. ` 


Fig.3.19 
Se deschide ramura 5 (fig.3.19.b) şi rezultă curenţii: 
01-02 35 U 
l2 = === A 134 = 3 
Ri + R2 3 + Ra + R4 
T.e.m. între A şi C, pe conturul А,В,С : 
Олсо *Z2U- ERI = Uz + Rola - Ralg4 = 90V 


= ЗА. 
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GN қ RR RR 
Rezistența între A şi C este. R Aco = „2... pe LAU as 6) 
со В, + В, R3 + R4 Mud 
Cu (3.37) se obtine curentul 15 = _UAco . 25A. 
UO RstRaco 
6) Metoda peneratorului de curent echivalent. Un circuit electric ramificat este 


echivalent cu un generator care debitează curent electric de conducţie ín una din laturile 
sale, considerată receptor. 


Dacă în circuitul echivalent din fig.3.18 se notează: RI = лв, atunci cu (3.37) 


rezultă tensiunea: U Ag = КІ = R_UABO_ шш Олво | А " 
R-Rago |. RABO 
: R 


т. M 
Cu conductantele G = R şi Саво = Б ! se obţine relaţia (teorema lui Norton): 
= 8.8 то em 


U GagoU 1 
Орд = ABO <- _ —АВО АВО = sc (3.38) 
es G G + Gago : G * Gago 
Gago — 


unde L. ““ОлвоОлво reprezintá curentul de scurtcircuit care trece prin bornele A-B ale 
circuitului din fig.3.18, când R se scurtcircuitează (R = 0). > 


3.2.5 Rezolvarea asistată de calculator a circuitelor de c.c. liniare 
Rezolvarea ċircuitelor liniare de c.c. asistată de calculator se utilizeazā їп cazul 
rețelelor cu număr relativ mare de laturi. În acest sens. se folosesc tehnicile de calcul 
existente pentru a rezolva sistemele de ecuații oferite de teoremele lui Kirchhoff (3.12) si 
(3.13), metoda curenților de contur (3.33), sau alte metode. 


3.3 CIRCUITE NELINIARE DE CURENT CONTINUU 


Rezistoarele neliniare sunt elemente de circuit caro au rezistența clectricá 
dependentă de curentul care trece prin ele sau de tensiunea aplicată la bomele lor. 
Caracteristica curent-tensiune 1=f(U) a rezistorului noliniar esto neliniară. 

Un circuit de curent continui во numeşte neliniar dacă conţine in structura sa cel 
puţin un rezistor neliniar. Rezistoarele neliniare se reprezintă prin simbolurile gratice din 
fig. 3.20 É 

Un rezistor neliniar este determinat dacă sc cunoaşte caracteristica sa 1=RU), dată 


grafic, analitic sau sub formă tabelară. 


pu M 


a. 


Fig.3.20 


Rezistoarele neliniare se caracterizează prin rezistența statică К, şi rezistenļa 


dinamică (rezistența diferențială) Ra definite de relațiile: 
U gu (3.39) 
аса Rase UK 

R, 1 и ха di ; | 

р Rezistenta statică şi rezistența dinamică depind de punctul de funcționare. adică 
depind de curentul din -rezistor sau de tensiunea aplicată la bornele rezistorului. In 
circuitele liniare, rezistența statică se confundă însă cu rezistența dinamică (В; = Ra = К). 
(R = const.). pA A i : қ 

Dacă caracteristica curent - tensiune a rezistorului neliniar este dată grafic. relaţiile 

de definiție ale rezistenței statice sau dinamice devin (conform fig.3.21): 


8-1 ва; SOR (3.40) 
dU 

Ва----Е д 3.41 

PEE hs. pd 


27 unde К аге dimensiunea -unei “rezistențe şi este 
0.: constantă - de - scară. ` Aceste тай! permit 
interpretarea rezistenței statice ca fiind o mărime 
ІС proporţională cu tangenta unghiului a format de 
A vectorul de poziţie OM cu axa -ordonatelor 1, iar 
rezistența dinamică ca fiind o mărime proporţională cu tangenta unghiului В format de 
dreapta tangentă la caracteristica neliniară (în punctul de funcţionare M) cu axa 
ordonatelor L Rezistenţa statică a rezistoarelor neliniare este o mărime pozitivă dar 
"rezistenţa dinamică poate fi uneori si negativă. În circuitele electrice care contin rezistoare 
cu rezistență dinamică negativă (de exemplu arcul electric) se pot produce oscilații 
autoîntreţinute, | 

În funcţie de forma caracteristicii curent-tensiune, rezistoarele neliniare sc clasifică 
in: rezistoare simetrice și rezistoare nesimetrice, Rezistoarele nesimetrice au Вогпсіс 
"polarizate" adică rezistența lor depinde şi de sensul curentului. i 


3.3.1 Caracteristicile unor rozistoare noliniare 


LAmpjle cu incandescență sunt rezistoare neliniare simetrice; neliniaritatea 
caracteristici se datoreşie faptului că rezistența filamentului se modifică odată cu 
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modificarea temperaturii sale, dictată de curentul care 
trece prin filament (fig.3.22). Lampa cu filament 
metalic (Caracteristica) are coeficientul de tempe-ratură 
pozitiv, iar lampa cu filament de cărbune (caracteristica 
2) are coeficientul de temperatură negativ. 

Aceste caracteristici se pot aproxima prin 
expresia:  I=aU- bU? 2.68.42) 
unde b»0 - pentru filamentul metalic şi ®<0 - pentru 
filamentul de cárbune. : ў 

‚ Termistoarele - sunt ' rezistoare neliniare 
simetrice, constituite .dintr-un amestec. de materiale 
. „semiconductoare de tipul oxizilor de бет, nichel, 
` mangan. etc. Caracteristica - curent-tensiune а unui 
termistor seamănă cu cea a lămpii cu filament de 
cărbune. Pentru unele termistoare caracteristica prezintă 
— о zonă pentru care rezistența dinamică. este: negativă 
--. (porțiunea А-В din fig.3.23).-. 2». 
Fig.3.23 2 


Varistoarele | sunt rezistoare neliniare simetrice, obținute prin presarea la 
temperaturi ridicate a unui amestec de carbură de siliciu 


Я grafit Forma parabolică a caracteristicii (fig.3.24) 
poate fi aproximată prin relația: > 
< 1=807;(п=3,5-7). (3.43) 
Varistoarele sunt utilizate in practică in tehnica 
© tensiunilor înalte, pentru protecția instalațiilor de înaltă 
tensiune (centrale, stații electrice, transforma-toare etc.) 
împotriva supratensiunilor. — : š 


Fig 3.24 


“Tubul cu descărcări luminiecente (tub umplut cu 

b баа , neon sau cu un alt gaz inert la presiune scăzută) este un 

i: rezistor neliniar cu histerezie, având caracteristică 

simetrică față de origine dacă electrozii tubului sunt 

identici (flg.3.25). Pentru a putea indeplini funcţia de 

"etabilizator de tensiune", tubul luminiscent trebuie 

u "spring", adică trebuie aplicată la bome о tensiune О, 
Us Ua (de aprindere) mai mare decât tenaiunea stabilizată U,. 


Fig 3.25 
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Arcul. electric între electrozi identici prezintă o 
caracteristică neliniară, simetrică, cu histerezis (fig.3.26). 

Diodele semiconductoare (cu siliciu, germaniu seleniu 
etc.) sunt rezistoare neliniare cu caracteritică nesimetrică, 
utilizate în principal pentru redresarea curenților alternativi. 
Caracteristica unei diode semiconductoare este dată in 
fig.3.27 gi аго ecuația: 


1=5 (0+9, (3.14) 
valabilă atât pentru tensiuni pozitive, cât şi pentru tensiuni 
negative aplicate la bornele diodei. 


° Dioda Zener fiincționează pe porțiunea din cadrul trei а 
caracteristici, unde se pune în evidență un pronunţat palier 
în care tensiunea. la bornele diodei se păstrează practic 
constantă în limite largi de variație a curentului prin diodă. 
Această diodă este utilizată în practică pentru stabilizarea 
tensiunii (la valoarea U,), (fig.3.28).- 


Fig,3.27 


| та”. Fig.3.29 
Dioda tunel utilizată în tehnica frecvențelor înalte аге caracteristica multiformà, 
prezentând o zonă în care rezistența dinamică а diodei este negativă. (А-В în fig.3.29). 


3,3.2 Relaţii utilizate în circuitele neliniare 


Legea lui Ohm aplicată unei laturi de circuit care contine gi un rezistor neliniar este: 
EtU=RI+ КЇ, (3.45) 
unde Re reprezintă rezistenţa statică a reziatorului neliniar (dependentă de curent). Semnul 
(+) corespunde unei laturi receptoare (fig.3.30 а.), iar semnul (-) corespunde unei latun 
generatoare (fig.3.30.b). Relaţia poate fi pusă gi sub forma echivalentă: 
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EtU=RI+U, ° (3.46) 
unde U, este căderea de tensiune la bornele rezistorului neliniar (dependentă de curent). 
Legea lui Joule-Lenz aplicată unei laturi ce conţine un rezistor neliniar (fig.3.30) 


eate: EL £ UI - R +В 117, (3.47) 
san В+ UI - ВП +01, | (3.48) 
EI (pozitiv sau negativ) reprezintă pute-rea 
cedată sau absorbită de generator, 
UI (pozitiv sau negativ) - puterea absor- 
bită sau cedată la bornele laturii, 
RI? (nenegativ) - puterea absorbită de re- 
Ran. zistorul liniar, 
RI (nenegativ) - puterea absorbită de 
. . rezistorul neliniar. , 
Jeoremelt hà Kirchha uento mb FREI Газ ză), E 
СД : 
ЕЗ 7 d.i - Ж 
Е 
г TE 
i RA ғ Ex 
Aruba м d b 
i ў SP, Unk S 
Fig.3.31 ; Fig,3.32 
Xlp-0; (&-12...,N-1) (3.49) 
LEk = Кү + Кш (-1,2...1-М41) 3.50) 


Teoremele Іші Kirchhoff pentru mici componente lent variabile se scriu pentru un 
circuit aflat într-o stare de referință caracterizată prin mărimile: Ею (tensiunile 
eiectromotoare), Uy (cădetile de tensiune la bornele rezistoarelor neliniare) şi Ixo (curenți 
din rezistoarele neliniare), Dacă există mici variaţii lente ale tensiunilor electromotoare dExo, 
atunci apar mici variaţii lente atât pentru căderiile de tensiune «Ло cât gi pentru curenții 
dixo. În noua stare, tensiunile electromotoare vor fi E, = Eyo + dEyo, căderile de tensiune vor 
fi Uy = Uko + dUyo , iar curenții vor fi Ij = Iko + Шо, Se poate arăta că: 

Liko =0, (3.51) 
Z;dEto = 2:dIyoRako + (3.52) 
care reprezintă teoremele lui Kirchhoff pentru mici componente lent variabile. Aceste 
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ci în jurul unui punct de funcționare (Exo, Uxo, ho) sunt 


teoreme scrise pentru variații mi деп қ 
identice cu cale, de la circuitele liniare cu observaţia că in acest caz apar rezistențele 


dinamice ale elementelor neliniare. ES 
Teoremele generatorului echivalent (de tensiune gi de curent) se pot aplica circuitele 


neliniare care conțin rezistoare neliniare numai pe o singură latură. Latura cu rezistoare 
neliniare ве separă între bornele А-В (6g.3.33). Circuitul incomplet (in stânga bornelor A- 
B) constituie un dipol liniar activ, căruia i se poate ataşa O schemă echivalentă cu generator 
de tensiune вап cu generator de curent (&ig.3.33.b si 0). 


T А 


Fig.3.33 
În schemele echivalente, Uaso reprezintă tensiunea la bornele АВ când latura cu 


rezistor neliniar este întreruptă; Каро - rezistența rețelei liniare (їп stânga bornelor AB) când 
sursele sunt.pasivizate gi latura cu rezistor neliniar este întreruptă, lazi curentul de 


scurtcircuit între bomele жаі = Чао) iar G=}. Se pot folosi relagite 
RABO = Кав. | 


(3.37) și (3.38). г 
Transferul de in rezistoare neliniare. Se consideră un circuit in care sursa E 
transferă puterea rezistorulni liniar R, prin intermediul rezistorului neliniar cunoscut pnn 
caracteristica sa У.) - fig.3.34, în care : КІ? = El- Ul, (3.53) 
unde RI = Р, reprezintă puterea consumată de receptor. Pentru ca această putere să fe 
maximă, este necesară condiția : р 
{ Ф) _ eU 
Вр 6.59 
"m Din teorema a doua a lui Kirchhoff rezultă E - U, = RI, apoi conform definiției, 
"ш reprezintă rezistența dinamică Ва a rezistorului neliniar. 
Rezultă: '"К= К (3.35) 
Deci, pentru circuitul din fig.3.34 se produce un 
transfez maxim de putere da la sursa E la rezistoni liniar 
|В B dacă rezistența receptorului R este egală cu rezistență 
dinamică Ва a rezistorului neliniar pnn care are toe 


B transferul de putere (considerând г = 0, sau r inclus in К). 
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3.3.3 Scheme echivalente ale C.N. 


Conectarea in serie а două rezistoare neliniare este cchivalentà cu un singur 
rezistor neliniar (fig.3.45). 
27 i s й а Caracteristica rezistorului 
pa == neliniar echivalent se poate 
determina dacă se cunosc 


== caracteristicile celor două 
1 


\ à „rezistoare neliniare (іп 
ч И ен ` schema iniţială Presupunând 
Fig.3.35 ў 
date grafic caracteristicile celor două rezistoare neliniare. sub formå Un = fu(1) si Ч: = 
£D), (fig3.41) rezultă; US Од +02, À i (3.56) 


valabilă pentu orice valoare a curentului din circuit. Alegând o valoare arbitrară а 
curentului din circuit Г (același pentru ambele rezistoare neliniare. deoarece ele sunt 
conecate în serie), se determină din caracteristici căderile de tensiune Um şi 17 le 
bornele celor două rezistoare neliniare. Se obţine tensiunea la borne: (7-17-07 2, 
aidică în grafic se obţine punctul de coordonate (Т. 17). Procedând in mod analog pentru 
mai multe valori ale curentului (Т, I" etc) se obțin valorile corespunzătoare ale tensiunii la 
borne (17, U" etc.). Unind pünctele obținute (perechile de valori Т. Us. 1". UP: etc) se 
determină caracteristica U-f(T) care reprezintă iocmai caracteristica rezistorului neliniar 
echivalent. | : d 5 > 

Dacă se cere rezolvarea circuitului din fig.3.35, 
_când la bornele sale este aplicată tensiunea Us. atunci 
in prealabil. se determină ` айс (18.3.36) 
caracteristica echivalentă U-f(l, din care rezultă 
curentul 10 şi căderile de tensiune pe cele două 
rezistoare, aga cum se indică prin săgețile din figură. 
Un circuit neliniar compus dintr-un rezistor neliniar 
dat prin caracteristica sa U,(T). conectat în seric cu un 
rezistor liniar R si alimentat de la sursa Е (fig.3.37.a) 


4 г 
” 


Ха) 


Fig.3.36 
poate fi Nie grafic fără a fi nevoie de a determina caracteristica echivalentă 
conectării in serie а celor două rezistoare, Pentru aceasta se aplică legea lui Ohm (relaţia 
3,48), obținându-se ecuaţia circuitului: Е- В! = Ор. (3.57) 
Rezolvarea grafică a ecuaţiei (3.57) este dată în fig.3.57.b. 
Se construieşte dreapta U= E - RI, având táieturile pe cele două axe egale cu E/R 
Я respectiv E (tga =R) intersecția acestei drepte cu caracteritica neliniară 0.00) 
reprezintă soluţia ecuaţia (3.57). Abscisa punctului M de intersecţie este curentul 1 din 
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circuit, iar ordonate sa 


у 
I ы M este tensiunea la bornele 
Я я rezistorului neliniar Uh. 
Е} ы Tensiunea la bornele 


rezistorului liniar, con- 

1 form (3.57), este: 
RI = E- Up 
Fig.3.37 

Conectarea în paralel a doua rezistoare neliniare este echivalentă cu un singur 

rezistor neliniar (fig.3.38). Caracteristica rezistorului ` neliniar echivalent se poate 

determina cunoscând caracteristicile parțiale In = fi(U) şi 12 = Һ(0) ale celor două 

rezistoare neliniare (fig.3.39). Se aplică teorema întâi a lui Kirchhoff valabilă pentru orice 

valoare a tensiunii la borne : 


IzIg +152: (3.58) 


Alegànd о valoare arbitrară а 

А tensiunii la- borne 1) (aceeaşi 

1 pentru ambele rezistoare neliniare. 

deoarece sunt conectate în paralel), 

V se obţin din grafic curenţii I'm şi Гиз 
4 - іп cele două rezistoare. Se obţine 

--- “curentul prin rezistorul. -echivalent xd 


[eral 


8103.38 - 2 > еа E 
: “Perechea. de Valori АЛ, l' reprezintă un punct de pe 
caracteristica rezistorului neliniar echivalent. Procedànd 

i... în” mod analog pentru mai multe valori ale tensiunii la 
арт ^. bome (17, U" etc) se obțin valorile curentului din circuit | 
(T, I" etc). Unind punctele obţinute (perechile de valori | 

U, Г; U", I" сіс.) rezultă caracteristica 1 = RU) care | 
reprezintă tocmai caracteristica rezistorului neliniar 
echivalent.Dacá se cere rezolvarea circuitului din | 
9 fig.3.38, când la bornele sale este aplicată tcusiunea | 
Uo, atunci in prealabil se determină caracteristica Н 
Fig.3.39 } 
echivalentă 1 = КО) şi coordonatele punctelor de intersecţie ale dreptei U = 1) cu | 
caracteristicile La, 12 și I = КО) M curenţii din cele două rezistoare şi respectiv | 
curentul absorbit de la sursă, | 
Conectarea în serie а unui rezistor neliniar cu o sursă este echivalentă cu un rezistor | 


| neliniar (fíg.3,40). Presupunând cunoscută grafic caracteristica neliniară a rezistorului . | 


Й 
H 
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Ч =Й(Т) cát şi valoarea t.e.m. а. sursei 
E, se aplică legea lui Ohm: 


1 m =u , | 0-Ш,-Е ” (3.59) 
a | 9 obținându-se caracteristica — rezistorului 

e | b. neliniar echivalent, U = f,(1) = 6 (Г) - E. 

Fig.3.40 adică grafic se translatează característica 


inițială U, = f,(1) cu cantitatea (-E), aga cum se 
arată în fig.3.40. Dacă sursa de t.e.m. (fig.3.40) are 
sens contrar curentului din circuit, transla(ia 
caracteristicii are loc cu cantitatea (+F). 

Din fig.3.40 si 3.41 rezultă că orice rezistor 
neliniar care are o caracteristică ce nu trece prin 
origine poate fi inlocuit cu un rezistor neliniar 
având caracteristica ce trece prin origine conectat in 


serie cu o sursă. 


Fig.3.41 


` 3.3.4 Calculul C.N. 


Dacă se cunosc caracteristicile rezistoarelor neliniare date sub formă grafică, este 
comod să se rezolve circuitul neliniar prin. procedee grafice. Procedeele analitice de 
rezolvare a circuitelor neliniare, deşi au uneori un grad mare de exactitate. necesită un 
volum mai mare de calcule, iar aceste procedec devin complicate atunci când funcţia de 
aproximare a caracteristicii neliniare este un polinom cu gradul mai mare decât doi sau 
este o funcţie transcendentă. Ca metode de calcul se pot folosi: metoda grafo-analitică, 
metoda liniarizării precum şi metode de iteratie, sau metode combinate. 


Aplicaţii, Р 

1) Circuitul neliniar 

"S din fig.3.42.8, consti- 

| tuit dintr-un rezistor 

L | UaU) liniar cu rezistența 

В=10052 conectat in 

| )ш U «100-100 1 serie cu un rezistor 

neliniar având сагас- 

р a. a teristica dată grafic in 


figura 3.42.0, скіс a- 
limentat la o tensiune 


Fig.3.42 
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U = 100V. Se сеге curentul din circuit şi căderile de tensiune la bornele celor două 
Rezolvarea problemei se face grafic utilizând procedeul expus în paragraful 3.3.3. 
Pentru aceasta, scriind ecuația circuitului U = RI + U,, cu valorile numerice ale problemei 
rezultă U, = 100 - 1001. Se construieşte prin tăieturi dreapta О = 100 - 1001 care 
intersectată cu caracteristica neliniară U(T) determină punctul de funcționare M al 
circuitului. Din grafic rezultă : I = 0,34, U, = 70V şi RI = 30V. 

2) Un rezistor neliniar având caracteristica dată sub forma analitică, U = 100i? v, 
este conectat în serie cu un rezistor liniar având, rezistența R = 1000. Circuitul fiind 
alimentat la tensiunea U = 100V, ве cere să se determine curentul din circuit şi cáderile de 
tensiune la bornele rezistoarelor. 

- Aplicând legea lui Ohm, rezultă relația U = RI +-U,, саге, numeric devine: 
100 = 1001 + 10012. Soluţia acestei ecuații este. 1 = б, 69A. Căderile de tensiune vor fi: 
RI = 69V şi U, = 31V. 

3. În diagonala punţii din fig.3.43.s, se află tm rezistor neliniar a cărui caracte-ristică 

0.0) este dată grafic în figura 3.43.c. Rezistoarele liniare au rezistențele: ; 

К, = К, =100; В, = R4 =50. Alimentând puntea de Іа sursa cu белі. E = 140V se cer 
curentul prin rezistorul neliniar gi tensiunea la bornele acestuia. 

Se separă latura neliniară între bomele A-B, şi conform teoremei generatorului 
echivalent de tensiune se obține schema din fig.3.43.b. 


- Бе deschide latura А-В gi : 


E E 
habes жи н. жЕ SR 
i*b кақ» E қақ ЧАВО R3l5 - Rih. 


R R 
- Reziltà ; U - м J- sv 
AO ГУ Ro svi 


RIR.: RaR. 175 
R m. 2 gom. 4 =——0. 
ABOS R FR Ra+Ra 20 
Cu aceste valori, rezolvarea, grafică a problemei este indicată în fig.3.43 (vezi și 
exemplul 1), Din grafic rezultă curentul prin rezistoru! neliniar, I = 2A şi tensiunea la 
“bomele lui, U, = 17,5V, | 


- 69 - 


4. În circuitul din fig.3.44 se cunosc R; = 
Ra = 40, Ra = 1КО, iar rezistoni neliniar are 
caracteristica tensiune-curent în fig.3.45 (curba 
O-M-N). Tensiunea la bornele circuitului este 
U = 12V. a) Să se determine curenții din circuit 
şi să se efectueze bilanțul 


Figi.44 
puterilor. b) Să se айе curenții din circuit, ре cale analitică, utilizând metoda liniarității cu 
ajutorul rezistenței dinamice Ку. 


- Rezolvare a) Se foloseşte metoda 
generatorului de tensiune echivalent, în 


| N RR 
== me К = Ra + 2 
қ с ABOT: 3 Ri +R; 


= 3kQ; 


=6V 


: y GR 
Ungo = 0—2 
АВО В, + Ra 


Чао 
Dis relația Thévenin: 3= 
R Hao 


rezultă i КЇЗ + RaBols - Чаво, in 


——AlmA] э „care se recunoaşte Rl Ор, deci: 
„Fig 3.45 ^ 
Чл = Uago - RApols = 6 -3l5, adică; o dreaptă reprezentată in 883.45 a cărei 
intersecţie (în M) cu caracteristica O-M-N, stabileşte valorile coordonatelor punctului de 
funcționare М: Up = 3V gi 13 = 1mA . Rezultă ji celelalte mărimi: 


Un (Кз + Ra) _ j U 
= Уа Lak, D; = TU паре aA: 
Rn Is e " R2 1 R „(Ез * Ri) 

1 Ra +В; +Ra 


Ca verificare, se constată : 1, = 1, +1. Deoarece 
Ra = Raso, analiza puterilor ne indică un transfer 
maxim de putee р № (84346): 
Pg = UABol3 = 6mW; 


În general, pentru circuitul din fig.3.44, bilanţul 
Р 
puterilor este: Py = Ul = 24mW. 


PR = = Ry? - R212 + R313 +03 = 24mW , adică. se verifică : Р-П, I = За? 


izl 


b) Din examinarea caracteristicii de funcţionare (fig.3.45) rezultă cá in jurul 
punctului de funcționare M, se poate scrie ecuaţia dreptei M-N, care are ordonata la 


origine U, = 2V şi coeficientul unghiular : tga = Lu „adică (cu U my = Uap =U'n 


din fig3.47) : U'a= Ug + Rala 22 +1091. 
În fig.3.47 ве prezintă schema 


echivalentă a circuitului liniarizat, 
în саге Ва = tga = 1050. Си me- 
toda tensiunii între noduri. rezultă 
] } 
ТЕ 
: i4 
ка = e rd 
AC 1 1 a 
ECOL ы шс. 
Ry Ra К; +Ка 


Fig.3.47 
deci : | 2 U-UAC = 2mA; -152 07 МАС = -ImA; -h = = LAC = А. 
5 в ` Кз+Ка R2 
5: Să se rezolve tr за о considerând valoarea t.e.m.: О = 8V. — 
R2 Чаво : 
Rezultă : у „ш ғау, Din:: La = —— i си КГ = 
ABO 7 Ry. +R2 E Е ИХ 3 : 


rezultă : U me RApols -4- 3. 
Intersecţia dreptei U', си curba inb N: din fig.3.45, stabileşte: Г; = 0, 53 A şi 


қта Aa a Ra =073тА: 


> 


17,-2,4У. Celelalte mărimi sunt : Ra = 
13 i 2 


n =1, +13 = 126mA. 

6. În circuitul din fig.3.48 se cunosc Rei, cu caracteristica in fig.3.42. b; Қаз. си 
caracteristica in fig.3.43.c, К.з, realizată in 100 rezistențe neliniare identice, legate în 
paralel, având fiecare aceeași caracteristică, în Пв.3.45; В = 40; Ra = 90; К, = 500, 
R4 = 10Q;U, = 110V gi U = 27V. 

Să se rezolve circuitul prin metoda grafo-analitic&, Se reprezintă graficele l= Ко). 
cu i = 1,2,3,4, Din fig.3,48 rezultă : I, + L = I; + 15, sume cfectuate grafic în fig.3.49 şi a 
căror intersec(ie conduce la găsirea soluțiilor: 

Uo = 20V; 1, = 0,5А; h = 1A; h = 02A; 14 = 07A; 
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1 U, = = Uo 
1 
hz 2298 
" URN (3.60) 
3 
~ ue U, 
4 


În fig.3.49 s-au dat valori arbitrare 
curenților lj, 1, I; gi 1, din 
‚ caracteristicile rezístenfelor neliniare s- 
au obținut tensiunile Ош, Un și Ung iar 
relaţiile (3,60) s-au dedus tensiunile Ua 


„respective. - . 
. 7, Patru. rezistențe neliniare Ry, 
~ Ras Ras Rm. cu caracteristicile 
ў prezentate in fig. 3.50 şi rezistențele 
liniare В; = 100 Я Ra = 60Q sunt 
montate „într-un „circuit са {п 
—fig.3.51, fiind alimentate la sursele 
deie.m.;, U, = 140V şi U, = 120V. 
“Se cer. curenții din laturile 
circuitului. şi puterile rezisteniclor 
neliniare. 
Dacă 1); este tensiunea dintre. 
noduri, rezultă curenţii din laturi: 


Rn Ra 
Fig.3.49 CL DE Uo -Und , în care 
Eu Каз Ка 


Rai = te (cu i = 1,2,3,4). Pentru diferitele valori li rezultă din caracteristicile 
1 

rezistentelor neliniare tensiunile Uy (apoi Ка). Se trasează cu 

pentru I, si E; se folosesc origini relative (0; $i 02) cu sens pozitiv 

intersecție dintre 1, + I; gi 1 + L stabileşte rezultatele: Ц + la = LA, В 

Uo = 60V, iar din caracteristicile rezistenjelor neliniare se obțin : Uu 

Us = 60V, Um = 30V. 


rbele I; din fig.3.52 in care, 
spre 0. Punctul de 
= 1,5А, L = 0,5А, 
= 80V, Uy = 50У, 
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Puterile Pu =], =Um, au 
valorile P = 80W, Pa = 50W, 
Pa = 90W, Pa = 15W, 
Pa =} Pu = 235W. 

Cu Pj -R3l-10W şi 
№ = R412 =15\/, sc verifică 
bilanțul puterilor: 

PSU, +Uzl, = 
«ХР, + Р, + Р, = 260\\ 


-04 *Q 
Uno) (uoy) 


Fig.3,51 Flg.3.52 
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ELECTRODINAMICA 


Electrodinamica studiază fenomenele electromagnetice in cele mai generale 
transformări de stare. 


4.1. CIRCUITE ELECTRICE ÎN CÂMPUL MAGNETIC 


Sistemul fizic în care au lòc acţiuni ponderomotoare asupra corpurilor magnetice 
sau străbătute de curenţii electrici se numeşte câmp magnetic. 

În câmpul magnetic acţionează forte magnetice. Forţele magnetice pot fi: 
electrodinamice, care se exercită între circuite parcurse de curenţi electrici: 
electromagnetice, care se exercită între circuitul parcurs de curent electric şi un corp 
magnetizat și magnetostatice, care se exercită între magneli permanenți. sau intre aceştia 
şi corpurile feromagnetice din apropierea lor. 


4.1.1. Forte electrodinamice 


E Ampere a stabilit că între două conductoare filiforme paralele, foarte lungi, situate 
la distanța Кү; şi străbătute de curenţii i, şi 1, apare о forță R5 care tinde sà apropic sau sà 
îndepărteze conductoarele 1 si 2 (fig.4.1), după cum sensul curenților este acelaşi sau este 
contrar: E 


E 1112 
R2 -іш 1-2, (4.1) 
2*В12 A 


unde | este lungimea conductoarelor, üj5este versorul 
îndreptat de la conductorul 1-52 iar u este 
permeabilitatea magnetică a mediului. 

Semnul (+) corespunde cazului când curenţii ц şi iz au 
sens contrar şi invers. Forta Ко din (fig.4.1) reprezintă 
forța electrodinamică şi so numeşte forţa lui Ampere, 

Fig.4.1 iar sensul ei se poate stabili şi prin compunerea. 
între conductoare, a liniilor de câmp magnetic(fig.4.2 si fig.4.3). 
Sensul liniilor de câmp magnetic este dat de regula burghiului dropt. În tig.4.2 se 
arată sensul forței electrodinamice în funcţie de sensul liniilor do câmp - cazul curenților 


cu acelaşi sens, 


În fig.4.2 densitatea liniilor de câmp magnetic dintre conductoare este mai mare, 
câmpul tinde să se uniformizeze, deci conductoarele se indepărtează. În fig.4.3, densitatea 
liniilor de câmp magnetic dintre conductoare este mai mică (liniile se scad), câmpul tinde 
să se uniformizeze , deci conductoarele se aproprie. 


Fig.4.2 


F 4.1.2. Forje le electromagnetice 


Dacă in relația forţei lui Ampére se ține seama dc expresia 
inducției magnetice [Wb/m?] 


T i 

—— = В 4.2 

"AR (4.2) 

“atunci (4.1)devine _ h : edi 
№2 = В; ч ЖАЗЫ 3 25 “(4. 3) 


E | Relatia (4. 3)-ага сё forta fa.c care eese supus conductorul 2 
(din fig.4.1) depinde de. inducția magnetică B -produsă de 

3 curentul I, în jurul -acestuia, . sau. de: alte surse (таспен, 
electromagneti): Dacă se variază i; şi se modifică direcţia 
conductorului 2 față de direcţia liniilor de câmp magnetic cu 
inducția  Bproduse де. altă  sursă-magnet permanent 
electromagnet еіс., astfel incât unghiul dintre direcţia liniilor 
de câmp (deci a inducției B ) şi direcţia conductorului 2 să fie 


Fig.4.4 - а (variabil) se găseşte, experimental, că valoarea forţei (fig.4.4) 
este dată de relația: Е = Bi:l'sina — — (4.4) 
вац vectorial: 
Ра; В (4.5) 


Forta din relația (4.5) ве numeste forta electromagnetică sau forța lui Laplace. 
Dacă р, И; ‚бр sunt versorii axelor din fig.4.5 se obține: 


F= (ilu; )x(Būp) = Bil(üjxüg) = Bilür, (4.6) 
adică forța electromagnetică F este perpendiculară pe planul format de conductorul i şi 


= Sa 


Ё inducția magnetică B. În fig.4.4 şi 4.5 зе arată direcţia şi 
sensul forţei electromagnetice Fin funcţie de sensurile 
curentului i si inducției B. Forţa lui Laplace stă la baza 

| БЫ B funcționării motoarelor de curent continuu, a unor aparate 
electrice de măsurat, etc. , 
/ « 
iT 
Fig.4.5 


4.1.3. Acţiunea câmpului magnetic asupra unor particule aflate în mişcare în cám 


Dacă expresia (cunoscută) a curentului electric de conductie (în modul): і- 990 se 
- A dt 
amplifică cu deplasarea elementară di a particulei elementare (electronului) se obține: 
z d] à 
14Г= dq — = доў 
q dt do 
aflat in mişcare іп câmp, iar V.- viteza acestuia in câmp. 

Relaţia (4.7) se imulțeşte vectorial cu inducția magnetică B a 
câmpului uniform (B-constant) şi se obține forța elementară 
imprimată electronului. (particulei elementare): 

df, = idixB = dqoVxB- sau, integrând. rezultă forţa imprimată 
particulei (forța Lorentz) ; 
Fosqo(vxB) —. : "oM 


. Fig.4.6 : 
1. Dacă V.LB rezultă : Fo = qsvB. 
. Traiectoria este un cerc al cărui plan este normal pe direcţia liniilor de câmp 
(fig.4.6). Aici, 71818. Dacă пі este masa particulei. rezultă acceleraţia : 


2 fo, doDv. (49) 
mp: то 1 
2 mov 0 
raza traiectoriei: T= — = ——, (4.10) 
о 40B 
2nt m 
precum sí durata unui ciclu (perioada): To = FE 2n аз 5 (3.11) 


саге este independentă de viteza particulei, 
2. Dacă |В геад: — . To = ao(VxB) - 0. (4.12) 
Traiectoria este o dreaptă paralelă cu direcţia liniilor de câmp тарт 
imprimată particulei este zero. 


netic, iar forța 
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3. Dacă între Vsi B există un unghia.(o са < z) atunci Vse compune in două 


componente: une paralelă cu inducția В şi айа perpendiculară pe accasta, Traiectoria 
este o elice. 


4.1.4 Formula Biot-Savart-Laplace 


Această formulă exprimă intensitatea ' câmpului 
_ elementar dH, produs de un element de circuit dl. parcurs 
ЧН de curentul electric i, intr-un punct М, situat Ја distanța R 
de elementul respectiv, cu direcţia făcând unghiul a cu 
elementul considerat (fig.4.7); dH. ES (4.13) 
< 4лК 


Fig.4.7 


Elementul dH are directia perpendiculará pe planul drept format de di şi R, iar 
sensul este dat de regula burghiului drept care inaintează în sensul curentului i. Deci 


(4.13) se poate scrie vectorial: . dil. i AIR (4.14) 
4n RÌ 
Relaţia (4.14) se poate integra pe un contur oarecare C şi se obține o formulă 
cunoscută sub numele de formula Biot-Savart-Laplace AU | = e" 
s AR ВЕ de a ^ (418) 
p 42% 93 


% continuare se prezintá unele aplicaţii ale. formulei (4. 15). 


1) Intensitatea câmpului m magnetic al conductoarelor filiforme rectilinii 


Se consideră un conductor filiform rectiliniu, de 
lungime practic infinit, parcurs de curentul i, care 
produce un câmp magnetic in jurul său si se cere să 
se calculeze intensitatea acestui câmp într-un punct 
M situat la distanța Во de conductor (fig.4.8). Se 


utilizează formula (4.13) : dH = idein. in care : 
4xR? 


dlsina = Rd, (4.16) 
Rezultă; dH/id0-47R. 
Din fig.4.8 se observă că К = EU. . deci : 
соѕ0 ` 


анне 1508080, (4.17) 


A4nRo 


Fig.4.8 


129 - 


" UN алқ атты: 
Uliirna relație se integrează între 73 gi i deoarece extremitățile A sí B din 


fig.4.8 se găsesc la infinit si se obține: 


I 
0dO i +5 i 
Hs icosi ња Зы NE 
i Ато — ETT | E 21%” 
72 
sau: „В! 
| Он 20 (4.18) 


La aceeași expresie (4.18) зе poate ajunge imediat dacă se aplică 2 circuitului . 
magnetic pe un contur © care reprezintă un.cerc cu raza Ro : [.Ваї = 0 = Ол = У; 


Н2лКо =i, deci Н = 


тр м i 
Dacă conductorul filiform reciliuniu este шй, atunci: relația (4. m: se integrează 
între -0, şi +0, zii atita, Ды 
a iio it, cat, cde (4.19) 
$i y 4760 Fem. 
2) Intensitatea ului magnetic in axa unei spire circulare 


Se consideră o spirá cu rază Ro străbătută dc curentul i stationar. În punctul M 
situat ре axa spirei (fig.4.9) se produc intensităţile de câmp magnetic dH, (produs de 
curentul i din elementul di, ) şi dH2 (produs de curentul 
i din elementul 912 ),unde di, şi dia se găsesc ре acelaşi 
ӘҢ; diametru al spirei. Asemenea intensităţi sunt în număr 
finit, formând o pânză conică cu vârful in М şi a căror 
“rezultantă este câmpul total produs in spiră. Se consideră 
că: dH, LR dH2L Ro. Ri Ldl ,К›14],, dl, = dh, В, = 
id 


nR 


= Ra şi deci dH, = dila.Din (4.13) rezultă: АН! = 


Неше те 
{аг din fig.4.9 se obţine: dH = 2091 sin? a sin? 
атк 


Fig.4.9 


1 
sau, dacă dl, = dl; = di gi R; = R2 = Е: dH = 
4n2R] 


di a inccr MEET, E 
3 sin. Se înlocuieşte 5100 = R şi se 


(4.20) 


obţine; dH = 280. di 
2nR^ 


Întrucât dH este produs de curentul i din cele două elemente d! diametral opuse, 


este suficientă integrarea relaţiei (4.20) pe o jumătate de cerc, de {а zero la nRo: 
1 


А *Ко = 
H= Re ICE iR) „Dacă se notează в = (88 + DID rezultă: 


ін; 


" Ақы)! 
іп cazul unei bobine turtite, си N spire izolate : 
Bp iNRÀ Я 


: 283 + 


3) Intensitatea câmpului magnetic în axa unui solenoid 


(4.21) 


(4.22) 


Solenoidul este o bobină cilindrică dreaptă. cu axa "rectilinic. Se admite raza 
solenoidului Ro şi lungimea за L, având М-өріге identice, inseriàie. prin care circulă 


curentul staționar 1 (fig.4.10). 


Intensitatea câmpului magnetic în punctului M produs de, curentul i, corespunzător 


lungimii elementare di, este (4.21): 


ане. 


Relaţia (4.23) devine : 
: 2 
um Ow А 
2L 3 
(nb +12) 
Fig.4.10 
Din fig.4,10 se observă relaţiile : 
R2 
R +12 = — 0 
sin? 0 


1 
бы 
Қ Ro 


spire de pe lungimea di, adică : 


(4.23) . 


unde; io este curentul. total din cele e 


zo Nus 
ті--Ш. 
ig eir 


(4.24). 


(4.25) 


(4.26) 


$39 = 


Din (4.26) se obține prin diferențiere 


do 4 
= cm (427) 


Ţinând seama de (4.25) si de expresia elementului di din (4.27), relaţia (4.24) 
devine: dH = -E sinod. (4.28) 


Se integrează între 0, si Ө, cu 0, în limita superioară. pentru a respecta sensul 
elementului di si с a menţine sensul real al епшш câmpului АЙ. Sc obține 


H= 1 (со, - со50)). а (4.29) 
Dacă L>>Re intensitatea câmpului are valoarea aproximativa : | \ 
- їп centrul solenoidului : n des Hz I дире Ее | (4.30) 
- in extremitatea solenoidului : Hz A 2 ч т P E. : ка | (431) 


ета 


4.1.5 Intensitatea гаары si fluxulüi тарле intr-untor - 


Torul este un solenoid circular, care are pirols înfăşurate echidistant. pe toată. 


lungimea lui (fig.4.11). 
Intensitatea câmpului magnetic se calculează. ре un contur circular de razà ner г< 


| г, nd Ni, ваш: 
эое жщ ; (433) 
a "2m. 
1 unde-N este numărul de spire al torului. 
Dacă г = г se obţine valoarea maximă a intensității câmpului 
magnetic, iar dacă r = г; se obține valoarea sa minimă, din 
| ,, interiorul spirelor. ` 
ў Fig.4.11 


În exteriorul torului, pentru r«r, sau r?r;, câmpul este nul. dcoarece 27i = 0 
Pentru calcule practice se.utilizează o rază medie г = 15% ‚ deci (4,32) деуіне о 


Ni (433) 


B 
Сен сарин ы нен 
expresie de valoare medie : "n 5) 


| — * unde р este permeabilitatea substanței torului. 
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Din (4.33) rezultă si o valoare aproximativă (utilizată in practică) a fluxului 
NiS 

| "(n + г) 

unde S este secțiunea torului. 


magnetic ф-ВБ5-ры (4.34) 


4.2 INDUCTIA ELECTROMAGNETICĂ 


M. Faraday a demonstrat practic în 1831 că dacă un circuit închis este străbătut de 
un flux magnetic varabil $, atunci în circuit apare о t.e.m. indusă : u.= -%. sensul 
i t 


curentului fiind acela dat de regula lui Lenz (t.e.m. indusă se opune cauzei care dă naștere 
variaţiei fluxului magnetic produs de curentul de inducţie, prin fluxul magnetic. 
Fenomenul inducției electromagnetice stă la baza funcționării tuturor gencratoarelor de 
energie electric şi are numeroase aplicaţii în electrotehnică. Legea inducției 


electromagnetice a fost prezentată în сар. 1 sub forma : u = РЕаЇ = -2 [Bas . (4.35) 
c 5 
în care suprafața S se sprijină pe conturul închis С. Dacă sistemul format din suprafața S 
şi conturul C este în mişcare, având Гра, momentană V, legea inducției 
и i are expresia TP == 1 has * fes ХВ ^. (436) 
unde primul termen reprezintă ' tensiunea PERE EA indusă prin transformare 
(В variază în timp), iar al doilea termen reprezintă t.e.m. indusă prin mişcare rotativă 
(90 şi S se modifică). Se constată că ambii termeni depind de sistemul de referință ales, 


dar suma lor este independentă de acesta. De acesa, їп cazul aplicaţiilor practice se alege 
un sistem de referință care = a un calcul mai UNO Legea (4.36) se mai poate scrie : 


1205 |6545 *K ухВ)дї (4.37) 


4.2.1 Formarea locală a legii inducției electromagentice 
Dacă se dezvoltă membrul drept al relației (4.35) se obține 
де рва 59 vdivB + та(Бх е). (4.38) 


Dacă legii fluxului magnetic, scrisă sub forma Iss 0, i se aplică teorema 


Gauss-Ostrogradsky: pubs Јата = a. rezultă "беда locală a legii (luxului 


19 


э 
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magnetic (in ens loc şi în orice moment divergenta vectorului inducție magnetică este 
nul): divB = 0 . 


| | (4.39) 
"Ţinând seama de (4.39), introdusă in (4.38), rezultă pentru (4,35) forma : 
oB 
u= dus - is n | » (4.40) 
Expresia (4.35) se mai poate scrie : TI 
u = PEdl = frotEdS | | (4.41) 
с 8 Е 2 : „з 


| Жаны б. | 
Comparánd (4.40) cu (4.41) -fas =] rot(B VS = f rotfidS rezultă forma 
f T DET 27% 4 
locală a legii inducției electromagnetice :' 


го = — — - rot(Bxv E a Е 2 
X (Bxv).. жа miră e eo (4.42) 
їп cazul corpurilor imobile, când у = 0, din (4.42) se ohtine o altă formă locală a 


ВИ LE 2 54 ЖОЛБУ 
x : Eo 


legii inducției electromagnetice, numită ecuaţia а doua a lui Maxwell. 


Relaţia (4.42),.respectiv relația (4.43) arată legătura fizică dintre câmpul electric şi 
câmpul magnetic, câmpuri caracterizate de vectorii, Ё. ( intensitatea câmpului electric) st 


B (inducția magnetică). . : 


- 4.2.2 Efectul Hal 


Efectele galvanice sunt observate la corpurile conductoare şi semiconductoare 
parcurse de curent electric si situate în câmp magnetic. Primul efect galvanometric a fost 
descoperit de W. Thomson în 1856 şi constă în modificarea rezistenței electrice a corpului 
conductor în prezența câmpului magnetic. Pe acest efect se bazează funcționarea spirale: 


de bismut pentru măsurarea inducției magnetice. Unul din cele mai importante efecte 


galvanometrice este efectul Hall descoperit în 1879 de fizicianul american Е.Н, Hall. 
Acest efect constă in apariția unei tensiuni (denumită tensiune Hall) între două puncte ale 
unei plăci conductoare (sau semiconductoare) parcursă de curent electric şi situată într-un 
сатр magnetic, ale cărui linii de câmp sunt perpendiculare po placă. Efectul oste mult 
mai pronunțat la semiconductoare decât la metale şi oste cauzat de actiunca forței Lorentz 
asupra purt&torilor mobili de sarcini electrice, cărora li sc imprimă о mişcare ordonatà in 
placă. Placa Hall este prevăzută cu doi electrozi plini (1 Я 2) pentru curentul de comandă 
i şi doi electrozi punctuali (3 gi 4) pentru culegerea tensiunii Hall, чь айыга оп 
milivoltmetrul mV. Forţa Lorentz То ипртлё o'miscare ordonată purtătorilor de sarcini. 


astfel încât pe о faţă a sondei se acumulează 
sarcini negative. iar pe fața opusă - sarcini 
pozitive, determinând apariția tensiunii Hall. иң 
şi a câmpului electric în placă cu intensitatea 
Ең. Acest câmp intervine cu Forţa Fu = Ён 


asupra purtătorilor de sarcini electrice. până la 


obţinerea echilibrului dinamic, fo * f =:0; 


Fig.4.12 când procesul de separare al sarcinilor electrice 
pozitive şi ms este stabilizat. һ acest moment de echilibru se poate scrie : 
Ең--Ео--УхВ, (4.44) 
unde V este viteza (in linie dreaptă) a purtătorilor mobili de sarcini electrice din placă. 
Dacă sarcinile electrice din sondă sunt uniform distribuite. cu densitatea py. rezultă 
un curent de convecţie cu densitatea J = p, V, din care se scoate Yşi se inlocuieste in 


(4.44), obținându-se Ең--УхВ- e (4.45) 
: Pv 
Stiind că JLB , rezultă modulul Ен = JB şi tensiunea lui Hall: 
Ру 
ин= „ана m IB ds баш: ug id e ame RU (4.46) 
0 Ру У 


unde Кн se numeste es Hall, care depinde de natura materialului sonder Și 
dimensiunile geometrice ale acesteia. Placa Hall are multiple utilizări. printre care. 
măsurarea inducției magnetice B, amplificator, întrerupător de mare putere etc. 


` 


4.3 INDUCTIVITĂŢI 


Prin inductivitate se înțelege o mărime L X. definită de raportul intre fluxul 
i 


magnetic total ce străbate suprafața limitată de conturul unui circuit şi curentul care il 
produce, 
Unitatea de măsură a inductivităţii L este Henry-ul (Н) : 


=? T 
L=; [H] (4.47) 


4,3.1 InductivitA|i proprii si inductivitați mutuale 


În fig.4.13 sunt prezentate două circuite închise, având fiecare câte Ni şi respectiv 


- B3 - 


Ы; spire, în jurul cărora se admite un mediu magnetic liniar, Se admite. de asemenea.că 
numai circuitul 1 este străbătut de un curent electric і. 
Fluxul produs de circuitul 1 care trece printr-o singură spiră a circuitului | (fluxul 
fascicular), se notează cu фп şi fluxul produs de circuitului 1 care trece printr-o singură 
bs spirá a circuitului 2 se notează cu фо. Primul indice se referă 
la circuitul prin a cărei suprafaţă trece fluxul. iar al doilea 


1 indice la curentul care produce fluxul respectiv. 
2 bun men fascicular produs de circuitul | сс nu trece prin 
circuitul 2 se numeşte fluxu] fascicular dc dispersie şi sc. 
$n д notează си ġja- 
à Fig.4.13 | Я à 
n Rezultă : Фғи = Фо] + $21 E. i (4.48) 
Se numeşte fluxul total ójprin circuitul 1, fluxul produs de cele №, spire ale 
) акшы: fu =Nibf 7 : (4.49) 


Se numeşte inductivitate proprie a circuitului | raporti] pozitiv. dintre fluxu! total 
$ prin circuitul | produs de curentul din acest circuit. - in. sensul asociat după regula 
burghiului, sensului curentului - şi curentul i, care îl produce : 

Lu = eu Мо м ИС 

Se numește inductivitate mutuală 121 între: Sirio 1-37 2. raportul: intre fluxul 
total $2, produs de circuitul 1 саге trece prin circuitul 2 şi curentul i, care il produce : 


are. 
La = in Nim <0 ы СІР = (LAT) 
: 1) з TAS zx 
Fluxul se consideră pozitiv în sensul asociat: după regula burghiului. conform 
sensului curentului і, . Deoarece sensul acestuia poate fi diferit de cel al curentului i, . 
inductivitatea mutuală poate fi pozitivă sau negativă după cum sensurile curenților din 
xul cele două circuite coincid sau nu. 
Dacă în fig.4.13 ar fi circulat curentul numai prin circuitul 2, am fi avut : 
il N rd 2 Міфгі? : 
7/3 La .in.Nm şi Liz = tiz „Monza (4.32) 
| 12 12 12 12 
Se demonstrează că L,; este egal cu Lai. În circuite fără dispersie inductivitatea 


| mutuală este ; 
"d Lj = Liz = JLiib22 = M ‚(45% 
Inductivitatea mutuală se notează adeseori cu M. 
Fiind dat circuitul magnetic fără dispersie, a cărui reluctanță Ru(suma reluctanjelor 
în serie la circuitul magnetic neramificat, sau cea echivalentă in exteriorul laturii bobinei 
în cazul unui circuit magnetic ramificat) este constantă, rezultă inductivitatea babinelor: 


N2 


СТ). RE (4.54) 
i Ва Rm 
unde A este permeanja circuitului magnetic, definită de relația :А = = = —: = 2 А 
à т PN i 
uS 
Cu notatiile de mai sus, se scriu inductivitățile proprii și mutuală pentru celc două 
. . 2 
кіні тәті ep ы AL, (4.55) 
ц ШП 1 Ra 
; 2 
TT ым ine, E з (4.56) 
i n 1 s 
Maus «балшы, ін, МЕ | (4.57) 
1 ір 1 | | 
Dacă se compară produsul inductivitátilor proprii (4.55) si (4.56). 
2w2 2 / 2 
| ВЕ а [Меш ‚ cu pătratul indüctivitátilor mutuale (4.57), М? 4 мм.) 7 
RmRm \ Rm | Rm 
se obține relația М= 41152, | (4.58) 


care corespunde situaţiei ideale când fluxul unei bobine este complet imbrăţişat de 
cealaltă bobină, care în practică nu se realizează, chiar ducă bobinele sunt suprapuse De 
aceea se utilzează un coeficient numeric de cuplaj inductiv definit de relația 


NE. 


Nnm 


Pentru un cuplaj strâns, К se apropie de unitate. iar pentru un cuplaj slab. К se 
aproprie de zero. 


«1 ; А (4.59) 


4.3.2 Inductivitatile bobinelor electrice 


Ре baza principiului superpoziției, in medii liniare, teorema lui Maxwell referitoare 
la inductivități este : 


n 
$j7 2 
т= 


ü 
$jm = Хізтіт; 9212, n. (4.60) 
1 mz] 


unde Li, Laz, -+- , Lo, sunt inductivitàtile proprii, Lia, Lis, ... , Lim inductivitățile "mutuale: 
iniz 22.» În - curenții din cele n bobine, iar $i, фо»... , Ф... Фо - fluxurile respective. 
. În (4.60) se poate arăta că Lgj = Буа = М. (4.61) 
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Teorema (4.60) ве scrie dezvoltat : 
$i = Lii *Lpolstotbj, 
$i = Lii, + ча 


: (4.62) 
фа = Гай + 1242 гір 
Тел, indusă în bobine se obține (pentru medii liniare și nedeformabile) : 
афу dii dis di 
ape E Ml. po SEL. В, 4. 
177 а ШЕТ (4:63) 
дай | 
у = Шуу + у) +...+ Ца. | 2 (4.64) 


di 
Termenul щу = - - se numeşte t.e.m. obţinută prin inducție proprie. iar 
ceilalți termeni se numesc t.e.m. obținute prin inducţie mutuală 
Dacă inductivitatea L este variabilă în timp, atunci. їп cazul general: 
di .dL “ае RE 
uz-L—-i—, Ж : 4.65 
: ala : i (4.65) 


di А 24 LOT . 
unde primul termen "La este t.e.m. obținută prin inducție státicà sau transformarc. iar 


а! doilea termen -і Se este t.e.m. obținută prin mişcare. ` 


Legarea în serie a bobinelor. Se admit două bobine (cu inductivitățiie Lu şi 14). 
cuplate magnetic (cu inductivitatea mutuală M). Ele se pot lega în serie, astfel incât 
fluxurile lor (Ф, si $2) să se adune fiind în acelaşi sens (Пв.4.14.а) sau să se scadă 
(fig.4.14.b), fluxurile fiind in opozotie, adică M < 0 în fig.4.14.a si M > 0 in fig.4.14.b 

În aceste cazuri. ecuaţiile 
lui Maxwell (4.62) se scriu: 


= Lai + luai 
$i m 12! (4.66) 
$2 = Lai + 1226 
sau, си notaţiile: Ly = 14. 


РТ ОРЕ «М 


56 


pi 1 22 rezultă inductivitatea totală: 


- pentru fig 4.14.а (МО 0: 
pA = +12+2М (4.67) 
1 


Fig.4.14 


- pentru fig.4,14.b (M < 0): 
| 1. = 1 +$2 +ф = +12 -2М (ев 
1 


Inductivitatea totală a două bobine legate in serie este. reunind (4.67) cu (4.68): 
L-L*L,;t2M (4.69) 
Aplicaţie. Pe un tor cu lungimea medie | = 0,5 m. secţiunea constantă 5 = 8 - 10 
"mă, şi permeabilitatea magnetică relativă р, = 400, sunt înfăşurate două bobine suprapuse. 
cu Мұз 200 spire si Na = 300 spire, legate în serie. 
Inductivit&tile proprii şi mutuală au valorile: 


2 - 32 
= agi Мв NES. NE Lao ggg 
i i^ d | т 
; 2 
Lp фро Тар іе, Nas 3 25.10 Zu 
12 1 | Ro 
м= Мф m Eu lis pi Бар Ra 4.8102, 
1 1 | т 
Inductivitatea totală este: 


= pentru acelaşi sens al fluxurilor: L = Lj + L3 +2М = 20. 107? H 
- pentru opoziția fluxurilor: L = +12 - 2M = 0.8. 107? Н. 
Aceleaşi rezultate se pot obţine şi din relația: -. қ” 

L= Li +Lg&2M= VN NM NS] m 


= (N EN2 - (104 1 9,6): 102g 
Ra | 


` 4.3.3 Inductivitatea liniilor aeriene 


Inductivitatea proprie. Se consideră o 
linie aeriană bifilarà (fig4.l5) си raza 
conductoarelor г si distanța între сіс d: d>>r. 

La distanţa x. respectiv (d-x) de axele 
conductoarelor, in punctul P. trecerea 
curentului i va produce inducţiile Bi şi 
respectiv В». conform teoremei Biot-Savart- 


“ы E 
Laplace: Bj = Hors si Ba "st 


Fig.4.15 Dacă | este lungimea liniei, atunci fluxul 


d-r ; der 
dintre conductoare este: $7 (в, - в, 0) = из" | Ё ge 
г т : 
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тауа 
ж, x “Жолақ 
gem 
$-2u—ln—— 4.7 
2n r МИА 
Inductivitatea exterioară L. (intre conductoare) . 
қ are valoarea bg e ИЯ: а (4.71) 
і л г 
Fig.4.16 Fluxul fascicular din interiorul conductorului 
prin suprafata dS = dxdl (fig.4.16) este: 
9фы = BydS = B,dxdl (4.72) 
pe conturul C de rază x există intensitatea câmpului magnetic Н, si inducția magnetică By. 
| 2 
care se obtin din legea circuitului magnetic $ Had = Н,2лхті, түе = T 


unde i, este curentul electric din interiorul conturului C. Rezultă : 
ix ix i 

Hy =—; Ву = щ —= 

2nr? : 2x1? 


Fluxul total prin suprafața radială de grosime dx se calculează cu relaţia cunoscută. 


(473) 


adică. sc deduce . 


} : ф= Né ţinând seama de -expresia stabilită 4H, dl 
: c 
> 


xi 
dé, = 75965. 
г 
Cu (4.72) rezultă, succesiv : 
2 жетш. г : r A 
x x^id xdl А id 503 idl 
dọ, = — Bydxdl = pi ——— d$; =|4фу = шщ | x dx ni z- 
| Фу dox "н эл5 i | x asl i gx 
9 | 1 | PEN" ; 
| idl il С 
a | di = fdd; = [mi аеш. (4.74) 
i „0 0 
г Inductivitatea interioară L; are valoarea 
ги те TTA (4.75) 
i Li Ик, | 
е iar ínductivitatea proprie totală a linei (cu p = Ho Н ^ Ho Și ph 7 Ho Ha) este : 
1 d-r . 4.76 
Le Le +24 = no (че + na). (4.76) 


! Pe lungimea de 1 km de linie, inductivitatea proprie a liniei aeriene cu douà 
conductoare se calculează, cu formula practică : 


= BB = 


га Р С 
L (аъ + ua o 4 H/km. (4.77) 
г р 
Inductivitatea mutuală. Sc 
B 8 consideră două linij paralele а 
câte două conductoare fiecare 
(fig.4.17). 


Prin linia cu conductoarele 

. A si B circulă curentul 1. care 

a > produce fluxurile фл sí фв prin 

tc ar aria cuprinsă intre conductoarele 
0s 1 şi 2 ale celeilalte linii. 

Fig.4.17 : : Dacă В, si Bg sunt induc- 

tile magnetice ale câmpului la distanța т, conform teoremei Biot-Savart-I aplacc 


ВА = һа: Вр = uzi rezultă fluxurile prin ariile cuprinse intre conductoarele 1 si 
э. ой ы 
2 (lungimea бейе fiind 1): $4 = Bas- Тва- Zu bp = f Bpldr = ul In. 
a а 2л ы 2: b 
Fluxul total al liniei А, B care imbrăţişează linia 1. 2 este: бф бв А 
ү а» 
Rezultă iniuctivitates шш Мире ЛиАЗ, | (4.78 
t PER EA, mM i-.2m га AA 
» sau, pe lungimea de 1 km, ci W = po рг = Но: #2: i 
M 22-10-*InL-In SIME . [H/ km]. : (4.79) 
2x. а,” 


4,4 ENERGIA. CÂMPULUI MAGNETIC SI 
ELECTROMAGNETIC 


4.4.1 Energia ului magnetic 


Se consideră că sistemul (de exemplu o bobină) aflat în câmpul magnetic nu 


efectuează deplasări . 
Se poate arăta că energia magnetică înmagazinată în bobina cu inductivitatea L şi 


fluxul total $ = av, in tímpul dt este : 
= id$ (4.80) 
sau: Pg - i(idL * Ldi). (4.81) 
Dacă inductivitatea Боле! este constantă, dL = 0 si (4.81) devine : 
m = Lidi. (4.82) 
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. . . . i 
Ultima relație se integrează si se obține W, = | Lidi = lui 2 sau, ținând scama 
0 2 


; n à 2 
де ġ=Li rezultă pentru o bobină: Wm ju a apu. (4.83) 
| 2" 2h | 
Pentru mai multe bobine, energia magnetică totală inmagazinatà este 
qn n E 
Wa => dili (4.84) 
j=! 
sau, forma dezvoltată : 
Wm E 5h + $112 +... + фә! + $2i2 +...+ 93i, + $3i2 +...). (4.85) 
in care, se recunoaste : : in | 
$ji1 = йй = іт, oiia = оніо, $211 = Мон. ete. | (4.86) 
Pentru douá bobine : 
I. д Y xi. ЖЕК N 
Wm - 5ый зе 5128 +. Мііз (4.87) 


unde : Li = 141,12 = Laz, M = Ly = Lai. Я T 
Energia câmpului magnetic este localizată (distribuită) in tot-domeniul de câmp. cu 
o densitate de volum Wmo, care se determină uşor іп cazul unui tor cu secțiunea S. 
i г 
lungimea medie lọ si numărul de spire №, prin care circulă curentul і: dWmo = dWm 


ББ 
Cu (4.80), ultima relatie devine : dWmo = 196 = Ni (4) = Нав i (4.88) 
-Slg lo. *NS/- 
« ^ B E е ‚>= 
sau, sub formă integrală ^ Wmo = [нав Ж (4.89) 
0 
În medii liniare В = ИН, deci din ultima relaţie se obține : 
Wọ = lug? = lp? = НВ. (490) 
2 2u 2 


Deşi relația (4.90) a fost obținută într-un caz particular, ea este generală. extinzându-se 
asupra tuturor mediilor magnetice liniare şi în câmpuri magnetice neuniforme. :Această 
relaţie este valabilă în cazul mediilor fără polarizare magetică permanentă. 

Dacă se cunoaște Wmo se poate calcula energia magnetică din integrala de volum 


Уш = | WmodV (490. 


У 
unde dV este elementul de volum. 


4.4.2 Teorema Ѓогјеіог generalizate in càmpul magnetic 


corpul (sistemul. circuitului, sau o 


Se poate arăta că dacă în timpul elementar dt, 
parte a circuitului) se deplasazează în câmi 


p cu distanța elementară dx, sub acțiune forţei 
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generalizate N. se efectueazá lucrul mecanic 
elementar dlm cgal cu variația energiei 
sistemului în timp dt : б = XdX = dWm- 
Wm 
dx 
care reprezintă teorema forţelor generalizate 
їп càmpul magnetic. luat cu semnul (+) la 
curent constant şi cu (-) la fluxul magnetic 
2 Fig.4.18 constant. Dacă sistemul asupra căruia 
acţionează forța generalizată аге о axă fixă (A), iar distánta de la axă la suportul forţei 


de unde rezultă : X = (4.92) 


este В (fig.4.18), se crează un cuplu activ: M = RX = R= F. (4.92) 


dx 
i Е dWq | 
sau, observând că Rdo=dx, rezultă : M= x 
adică, cuplul de rotaţie al unui sistem material cu o axă fixă. situat în câmpul magnetic. 
este egal cu derivata parţială a energiei magnetice în raport cu unghiul de rotație a 
(considerat coordonată generalizată). 


(4.94) 


4.4.3 Forţa de atracţie a unui electromagnet 

Se consideră un  electromágnet си 
-lungimea medie lo, secţiunea S pe саге sunt 
infágurate N әріге, prin саге circulà 
curentul і. Armătura A este situată la 
distanța х де piesele polare ale 
electromagnctului (fig.4.19). Forta portantă 
F, cu punctul de aplicație în centrul 
armăturii A, are valoarea dublă față de 
forța de atracție X realizată de una din 
piesele polare ale electromagnetului. Dacă 
x este suficient de mic pentru a se neglija 
fluxul de scăpări şi miezul feromagnetic M 
nesaturat din punct de vedere magnetic. 52 
poate considera fluxul $ constant. iar din 
(4.92) şi (4.83) rezultă succesiv: 


2 
Fig.4.19 х--4”.-4 1% 2 (4.95) 
dx ах\2 L 
2 ә ^ 
d R d 2 S 
х- - 4 (192 Za), х=- © [+ +). к.-- e [A] ыг 
N 2N* dx li nos 2uoN“S NS) 2р 
2 
„_ B-S = -4.105B2$ 5 . (4.96) 
20 
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4.5 CIRCUITE MAGNETICE 


4.5.1 Magnetizarea materialelor feromagnetice 


Un corp feromagnetic, initial neutru din punct de vedere magnetic. se magnetizeazá 
proportional cu permeabilitatea magnetică relativă : | 
В í (4.97) 


reprezentată in fig.4.20. Aici s-a repre- 
zentat şi variația inducției magnetice В 
în funcţie de intensitatea câmpului mag- 
netic H. Porțiunea Оа, аге forma unci 
parabole. porțiunea aja, este partea 
liniară, iar porțiunea aza; este porțiunea 
de saturație‘ partea din jurul punctului az 
' se numeşte cot de saturație. Crescând 
intensitatea câmpului magnetic Н. până 
la o valoare maximă (Ha) se obține 
ciclul liniar (fig.4.22). | 
Pentru demagnetizarea unui corp feromagnelic. acesta 
se introduce în câmp şi se parcurg mai multe cicluri de 
histerezis. deschise  (fig.4.22). mucgoránd continuu 
intensitatea câmpului magnetic Н. ; 
Н Se poatc arăta că suprafața inchisă de ciclul histerczis 


> este proporțională cu energia specifică. necesară 

jl magnetizării corpului feromagnetic. care sc transfonnă in 

je cáldurà, constituind pierderile de magnetizare. Din 

in p? 

F Fig.4.21 (4.90), în forma : Wmo = 2-56 obtine: 

А 2u 

ja B 1 

M _ dWmo = —2BdB = НАВ (4.98) 

mo 

d 2р 

in Н care. integrată pe conturul C al ciclului histerezis. 
devine (fig.4.23): 

Wmo = НАВ = KS. (4.99) 


с 
În (4.99) К este o constantă [VAs'm"]. iar $ - 
Fig.4.22 suprafața închisă de ciclul histerezis [n°]. Relaţia 


(4.99) exprimă energia specifică necesară 


в 8, 48« 8 ( 
2 та >> magnetizării fierului și poate fi dedusă prin 
i 7 integrarea relaţiei (4.98) pentru intreg ciclul 
A histerezis din fig.4.23. Astfel. se calculează 
с 


0 © бый 1 гүлі 
с e 0 aria limitată de ramura ascendentă a ciclului si 
E . аха OB, obținându-se zonele hasurate. cu 
Fig.4.23 semnele respective (fig.4.23.a), apoi sc 


calculează aria limitată de ramura descendentă a ciclului şi axa OB. obținându-se zonele 
hasurate cu semnele respective (fig.4.23.b). Se însumează algebric aceste arii și se obține 
aria ciclului (fig.4.23.c) egală cu integrala din (fig.4.99) 


4.5.2 Teorema refracției liniilor de câmp magnetic 


| Se consideră două medii magnetice cu 
permeabilitatea magnetică p $1 ua. separate de о 
suprafață de discontinuitatea S. Prin elementul de 
suprafață dS trec linii de câmp magnetic. cu 

2 inducția B, în primul mediul şi B; - în mediul al 
doilea (fig.4.24), care se descompun normal 

_ (Bu Bm) si tangential (Bu şi Bo). 

; Fluxul magnetic elementar din suprafata 

Fig.4.24 : elementară dS este d$ = D;dS = В,45 sau. din 


fig.4.24 rezultă egalitatea componentelor : 
BydScosay = B5dS cosa. (4.100) 


Ва = Bn2 (4.101) 
Tensiunea magnetică d! este : dUm = Hadt = Hdl. 
Hi2sau, din fig.4.25 rezultă componentele tangențiale 


n2 Hudlco(909 - о) = Н)уйїсо{90° - аз. 
Fig425 — Hg - Но (4.102) 


„Во ts _ Ви Bm Bu 
Ваз аз Da Be Bo 
Dacă cele două medii magnetice sunt omogene si izotrope se poale sorie 
Bu = Hu Я Ву =н Нуз, care înlocuite in relaţia precedentă se obține: 


қо) mHu „№ рева 57803, HI (4 103) 
tea изН!2 H2 шо; Hz ` 
rcprezint& teorema refracției de câmp magnetic. 5 

Dacă mediul | este aer (p = po) şi mediul 2 esto un circuit feromagnetie (jt сш). 


Se observă că : 10 = zi Я 1005 
nl 
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rezultă că a, tinde spre zero, o spre 90°, adică pentru liniile de câmp magnetic din aer. 
suprafața circuitului feromagnetic este o suprafaţă echipotențială. 


4.5.3 Circuite feromagnetice 


нер i Aer 7 
ТА E. magnetic se ілісісес un 

mm sistem de medii (con- 

C I lv —— Ц Dducte — feromagnetice) 

prin care se  poate 

n . inchide un flux magnc- 


tic. Având permeabilità(i 
Fig.4.26 `5 s 6.4.27 © magnetică relativ mari, 
conductele feromagne-tice concentrează liniile de câmp magnetic, deci pentru producerea 
de fluxuri magnetice inten-se sunt necesare tensiuni magnetomotoare (i.m.m) relativ mici. 
După forma lor geometrică, circuitele feromagnetice pot fi serie (fig.4.26) sau 
derivatie (fig.4.27). д : 
Întreruperile din lungul circuitului feromagnetic. ocupate de acr sau materiale 
nemagnetice se numesc intrefier, care de regulă reprezintă porţiuni utile ale circuitului. 
Dacă permeabilitatea magnetică a circuitului este constantă si aceeaşi în toate 
punctele circuitului feromagnetic, atunci circuitul este liniar: in caz-cóntrar cicuitul este 


neliniar sau saturat. з 

La un circuit ramificat (0.4.27) distingem: noduri (А.В). laturi (ACB.AB.ADB) si 
ochiuri sau bucle (LII): în funcţie de tensiunea de magnetizare U. circuitul poate fi de 
curent continuu sau de curent alternativ. 


4.5.4 Relaţii de bază utilizate în calculul circuitelor feromagnetice 


1) Relaţia de dependenţă dintre inducția magnetică B. permeabilitatea magnetică u 
și intensitatea câmpului magnetic Н: 
В=иН (4:104) 
2) Relaţia dintre fluxul magnetic $, inducția magnetică B şi secțiunea transversală 
S dimr-o conductă feromagnetică: 


ф = BS (4.105) 
3) Teorema întâia a lui Kirchhoff pentru circuite fcromagnetice: 
2,6-0 (4.106) 


Se enunţă: Suma algebrică a fluxurilor magnetice dintr-un nod magnetic (fig.4.28) 
este egală cu zero (76; + 62 + фз - фа 70). 


4) Legea circuitului magnetic (legea Іші Ampere) scrisă 
sub formă de sumă algebrică : 


n 
УН= УМ (4.107) 
¿ja à 
sau în formă integrală: 
ine MED бз 
Fig.4.28 ` 5) 2. hi Ohm pentru circuite magnetice se deduce din 
relaţia (4.107): УНІ Um; za ти Um sau: 

(Ry = Ча. и (4.109) 


În legea іші Ohm pentru circuite magnetice ф este fluxul magnetic fascicular, fără 
dispersie, Ra - reluctanta magnetică a unor tronsoane de conducte feromagnetice. iar Um - 
t.m.m. între punctele între care se calculează Rm. Я 

6) Теогета a doua a lui Kirchhoff pentru circuite, magnetice se poate seric іп două 
variante; 

(4.110) 
(4.111) 
Pentru bucla magneticà din fig.4.29 se 
“scrie cu (4.110); 
His +) = Hala = H4l4 = № + №» -Муз 
sau cu (4.111). sensul unui flux ф fiind 
acelaşi cu sensul câmpului Н: . 
GR + е -ФЁ OR =Ni Nin -Niz 
în care l, la. ly şi 1, sunt distanțele între 
punctele АВ. BC, CD şi DA шг Ry, бі 
1,2,3,4) sunt reluctantele magnetice între 
Fig.4.29 aceleaşi puncte (noduri magnetice). 

7) Reluctanta magnetică echivalentă a mai multor laturi conectate in serie este 

egală cu suma reluctanțelor laturilor respective 


n 
„йз. (4.112) 
zl 


iar reluctanta magnetică echivalentă a mai multor laturi conectate în paralel este dată de 
relaţia ; 
1 4&1 
с-н d (4.113) 
Rm Ат 


96 = 


sau, folosind permanentele magnetice, (4.113) se scrie: 
n 
Аш = 2, Amj (4.114) 
-1 


4.5.5 Calculul circuitelor feromagnetice liniare 


La circuitele feromagnetice liniare se consideră permeabilitatca magnetică 
constantă şi aceeași în toate punctele miezului şi circuitului util. adică se consideră liniará 
curba de magnetizare a materialului din care este construit circuitul. La aceste circuite, 
mărimile necunoscute se determină cu ajutorul relaţiilor (4.104)... (4.114). 

Aplicaţie. Se dă circuitul feromagnetic din fig.4.30 în 
care se cunosc: numărul de spire al bobinei de magnetizare 
N = 500, curentul din bobină i =12 А, lungimea miezului 
(între A si B) 1 = 0,5 m, secțiunea lui S; = 25 cm. 
lungimea'circuitului util 1, = 2 m.;secţiuncă lui $; = 20 cm? 
şi permeabilitatea magnetică relativă и, = 600. Se consideră 
că în vârfurile A şi В există o dispersie de flux egală cu 
20% din fluxul total pı. Să se calculeze circuitul ştiind că 
intrefierul lo poate avea două valori: 0 şi Тот. 


Fig.4.30 
Pentru lo = 
Fluxul de NE este ф; = 0 24, fluxul util еле à; = 0.8ф, iar reluctanlele - 
2 h ‚ 5.106 =i . l3 108 zi 
respective sunt R mi = LH Rm =~- . 
НоН;82 бт "2 рор: 241 


Din teorema а doua а lui Kirchhoff, scrisá pentru circuitul util şi pentru circuitul de 
scăpări, фу = Rm +0,8ФК = №, ФЕ ті £026] Ез = Ni rezultă. după egalarea 


z 108 
expresiilor: Rm3 =4Rm2 = eH, 


Reluctan(a echivalentă а întregului circuit feromagnuetic oste 


Fluxul total este: фу = = = 14,47. 1074 Wb si, deci, celelalte mărimi magnetice: 
б т 


z $ Wb 
фо = 0b, «11,525 107* Wb, фу «024, «248к.10 * Wb, Bj "i -0,576к--. 


nm 


= 2400A ‘т. 


= 2400A | m, Н, = —2 
jas "mm 


в; = 2 60816.73 BeZ 


EE lo = e 
Calculul este similar. Se modifică (crește) reluctanta echivalentă Rm, deoarece 


12 КАЕ lo. i 108 
нон |52 бт 
Se mentine ргорог\!а fluxului de scăpări, deci se menține şi relaţia Киз * АЕ laf 


creşte reluctanta circuitului util: R m20 = — Н” 


Rm204Rm20 _ 17.107 4-1. 
R m20 +4Rm20 12x 
Ni 721 


Fluxul total este se фо = т 0” МЬ <ф,. si deci celelalte mărimi 
то 


magnetice: Va" Do 23382-1074 Wb, фзо = 02619 = 0,844т-107* Wb. 


reluctant echivalentă este: R mo = Rmi + 


Ву = о. ков, Boc 019, Bip siiis me = 705A - m. 
нойт. 


Е constată De enm Ex 
“ Rmo Ф _ $2. Ві. B2 _ Hr H2 234 
Rm фо. Фо Вю Во Ню Но 


4.5.6 Calculul circuitelor feromagnetice neliniare 


La circuitele neliniare permeabilitatea magnetică nu este constantă. deci curba de 
. magnetizare a materialului din care este construit circuitul cste neliniară. Calculul acestor 
circuite se efectuează cu ajutorul relaţiilor (4.104)... (4.114) şi a dependenței grafice 
В = f(H) pe baza elementelor şi datelor iniţiale, care, de regulă sunt: dimensiunile 
geometrice, natura materialului circuitului (deci curba de magnetizare) şi, fie fluxurile 
(sau alte mărimi magnetice) din laturile circuitului, fie numărul amper- spire. Există două 
categorii de probleme referitoare la circuitele feromagnetice neliniare. 

1). Dacă se cunosc fluxurile $ din laturile 
circuitului, se pot determina inductiile magnetice (В = 
$/S), intensităţile câmpului magnetic H din curbele de 
magnetizare, Н = =f(B). şi apoi, se calculează numărul 
de amper-spire (solenaţiile) din sistemul de ecuaţii. 
rezultate din aplicarea teoremei a doua a lui Kirchhoff 
pentru circuite feromagnetice. 

Aplicația 1. Să se rezolve circuitul feromagnelic 
Fig.4.31 din fig.4.31 in саге: |= 50cm, l=40 cm. 1720 em. 
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1:2 mm, Si» S, =25 cm, $4710 ст?, ф = 2 mWb, ф,=1 т\Ь, iar materialul cste oţel 
laminat la rece în tole de transformator de 0,5 mm. | 


MI LL 
[D Le о, 
Pl alb» eue SUUM 
L7 ue d -- 


Толе de transformator de 0,5mm 
= otel lame! to cold 


| 04 : " — 
0 025 05 (05.1 125. 15. .175 224072 A/micurbele t! 
25 5 75 10 125. 15-175 220410 A Jm (curbele 2) 


Fig.4:32 


Fluxul іп latura centrală este: фу = $i + фу = Заты Sc: calculcazà 


inductille:B, = ÎL. = 2710 208 Wb/ m? „Ba = 82 = L1 „уь, ий. 


5; 25.107“ 
punctată) se deduc intensit&tile câmpului magnetic: Н, = 80 A/m, Н; = 200 Ат, Hi = 
=360 A/m. Intensitatea câmpului magnetic în interfier este: 

Ho „Вз. 12. = 9,6:105 A / m. 
Ho. 4x10 4 

Se scrie teorema a doua a lui Kirchhoff pentru buclele din fig.4.31 şi se obtin 
produsele Мі; Н); + Ни + Holo = Ми = 2032 A; Hala + Hala + Holo = Naia = 2072 А. 

În lipsa intrefierului (adică pentru: lo = 0), ar fi fost necesare solenafii (Ni) mult 
mai mici: Моно = Hih + НИ; = 112 A; Naoizo = Hih Ihh 5 152 А. 


4 3 В: _ 08 29 
Permeabilităţile magnetice ale ramurilor sunt: Hj "п. ^30 = 100 Hm. 
1 
B3 __1 -3 „ Вз „12 „110-2 H/m, iar reluctantel 
mA рк а-ә ОСЫН, ha e та” 1072 Н / m, iar reluctanicle 
н = 3 ^ 200 dE e d 


conductelor feromagnetice au valorile: R my = 1. 22.10! H^! , 
H191 


Rw = l2 зені, Rm3 zi aedi. m ctg gp 
№252 #353  hoS3 
. Tensiunea magnetică între nodurile magnetice А gi В (fig.4.31) este: Uman= Ф. 
= 1992 A. : 

Aceeaşi valoare se obține şi cu relaţiile : О„ав= Му - (i Ru; = № -$3Rq; = 1992 
A, care pot constitui relaţiile de verificare. 

2) Dacă se cunosc solenaţiile (numărul de amper-spirc) dimensiunile geometrice si 
curba de magnetizare a materialului, atunci pentru determinarea fluxurilor, inducţiilor şi 
intensitátiilor câmpului magnetic din ramuri, se foloseşte o metodă grafo-analiticá, adică 
se trasează curbele de variaţie ale fluxurilor în funcţie de tensiunile magnetice. ф = f (HI). 
pentru toare ramurile, după care se aplică teorema întâi a lui: Kirchhoff pentru circuite 
feromagnetice. ` 


Aplicația 2. Să se rezolve circuitul din fig.4.33 
în care 1, = 60cm, 1, = 25cm, 1; = 50cm. S, = 20cm. 
“ $4 = 25ст?, $; = 20cm?. № = 1055 А. №, = 975A. 
Materialul circuitului este oţel tumat. Se pot scrie 
următoarele ecuaţii : фу + $2 = $3. 
Hili + Hala > Ni, Hil (Halt Nis. o (4215) 
їл. care necunoscutele ($ -şi И); se determină grafo- 
analitic, trasând curbele: 
Fig.4.33 ф = f (Hil; = f£(H215) 6; = f(H315) (4.116) 


0 0,2505 075 1 125 15 175 2-10 A/micunee Le 
125 25 375 5 625 75 875 10+104/micuneLe2) | 
Fig.4.34 


2199 = 


Pentru trasarea curbei фу se ia o valoare arbitrară Н, = 200 A/m. Se deduce Hih = 
7100 A. Din curba de magnetizare a materialului (fig.4.34) rozultá inducția magnetică В, 
= 0,35 Мт, 
Se calculează fluxul: фз = B3S3 = 7.1074 Wb. Sc obține un punct P (100: 
7.10%) al curbei фу (fig.4.36). Se construiesc în mod analog curbele $, şi $;. luând са 
қ origine punctul № = 1055A pentru curba $ si punctul Nji; = 9754 pentru curba ф;- 
măsurând abscisele în sens invers (de la dreapta la stânga). 
Coordonatele punctului M de intersecţie între curbele фз şi à, * 62 (suma 
aritmetică a ordonatelor) satisfac ecuaţiile (4.115). 


ба, 3989 3749 rufi -5.. 


tårn 


: Din fig.4.35 rezultă fluxurile si apoi іпдисі Ше: ф, = 10. 10% Wb, $ = 16. 10% 
i} Wb, ф = фф = 26 - 10* Wb; B) =! 20,5 Wb/ m?, В, =% = 0,64 Wb: m?. 


1 2 
В; = 2 = 1,3 Wb / m? , cu ajutorul cărora, din fig.4.34 pentru otel turnat. se obțin 
3 3 d 
câmpurile : Н, = 300 A/m, Н; = 400 Алт, Н; = 1750 Алт. 
x ЮМ E 


СЕРИ s 
Ф "MEN M 
20 6. +6 
$ 1640 Wb Ты E 
15 
| [7 


Rezultă Uman = Hals = 63Rma = da 875, sau. ca verificare : 


U mas = Ми; = ФВ mi = Naiz - Ф Виа = 875A unde 


2... e 10° Т 


1 
MaS? 16 


Т в, 05 
Rmi = —1— = 18.104 Н-!, ш = = =т=. H/m, Кар = 
UH, 30 


#15} 


Ву бб нар уж c Edi ră, 
№353 7,43.20-1076 


=7,43:10f H/m 


Aplicația 3. Să se rezolve circuitul 
din fig.4.36 in care |, = l; = 0.5 m, 
|, = 0.2 m. iar intrefierul lo are 
valoarea: 0.1mm. Sectiunile au 
SINE S,* $1 = & ст: şi $3 - 6 
7% ст?. 5оіспа іа este Ми, © 250 А. 
Materialul circuitului este oţel 
laminat la cald in tole de 0,5 mm 
având” curba de magnetizare in 


| fig 4.34. 
. 55 di “оу Se formează sistemul de ecuaţii: 
Fig.4.36 Hil, + Hala + Holo = Ni: Hih + 


+ Hala = Ni; фи = ф + фу, în care necunoscutele (Н şi $) se determină din curbele ф = 
£ (Hil); $ = (Hal: + Holo); фз = НЫ), pentru diferitele valori ale înterfierului. 

Pentru trasarea curbei $; = Ї,(Н\1,) se procedează ca si la aplicaţia 1. | 

Ín mod similar se procedeazá la determinarea functiei ф; чү Deoarece |, =}, 
8i S; = 53, funcţiile (Н) şi f(H3l5) au aceeași alură. 

` Pentru trasarea ‘funcției $i = (Н + Holo), cu So ~ = 6 102 m? „la = 20-107 m 

și lo = 0,1-10? m, se procedează astfel: x. 

- se ia arbitrar H'; = 100 A si din fg 4.32 se obține B4*0.4 Wb/m? si 4';7 B8; = 
724-10" Wb. 


Rezultă Hy = —- = ——— = 3. 105 A / m. coordonatele punctului М fiind: 


мну, Ф ЕТСІН. М,(5224-10%); 

~ se repetă operaţiile pentru diferite valori ale câmpului Ну, până se obțin suficiente 
puncte M;. 

Funcţia фу = f(Hl;) are aceeași alură ca si funcţia ф, (fig.4.37). 

Din fig.4.37 rezultă; фу = 7,5:104 Wb; ф, = 3.1.104 Wb: $ =4.4-10* Wb: 
Ни, =175 А; Н, + Hol; = 75 A. 

Cunoscând fluxurile ве pot calcula induc(iile В, intensităţile câmpului ll. 
permeabilitatea magnetică p gi reluctanțele magnetice Rm. 


Ca verificare, rezultă: Nis $i Ве = (вы + 92 0703 


20 80 120 60 220 
250 20 v0 0 9% -. 160 .. 
| | ([А]-— 
: Fig.4.37 ) à 


Capitolul V 


CIRCUITE ELECTRICE DE CURENT ALTERNATIV ÍN 
REGIM PERMANENT 


5.1. CIRCUITE ELECTRICE MONOFAZATE 


о CU A ТО синий 


5.1.1. Mărimi alternative sinusoidale 


Márimile electrice alternative sunt mărimi. periodice de timp: саге au valoarea 
momentană exprimată printr-o funcţie f, Е po 
u= fjo(tzkT) 0-0 P (5.1) 
unde К este un număr întreg, T - perioada: După o perioadă. mărimea periodică u reia 
aceeaşi valoare, cu aceeaşi pantă. Inversul perioadei se numeşte frecvenţă. 


-1 [Hz] : : | (5.2) 


Expresia Ф = 2-21. ` ES DNO md (5.3) 


se numeşte pulsafie $1 se măsoară în [rad/s] sau |87) 
Mărimea electrică sinusoidală (de exemplu, scad. 
u = Ug sin(ot + 9) guru Я ra (5.4) 
are elementele: Um - valoarea maximă (de vârf), (cot +p) - faza, iar ф - faza inițială 
(fig.5.1 şi 5.2). à 


Fig.5.] 
În fig. 5,1, p < 0, iar (5.4) ве scrie: 
u = Ug sin(ot + p). (5.5) 
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În fig.5.2, ф > 0, iar (5.4) se scrie: 
u= Um sin(ot - $). б (5.6) 
Dacă două tensiuni au valori maxime şi faze inițiale diferite, rezultă: 
uj = Ugjsin(ot - фу); u = Uma sin(ot - 92); iar ф = oi - Ф se numeşte defazaj. 
„Valoarea medie а unei mărimi electrice sinusoidale рс o perioadă este nulă 
U ma =E fuat, E: (5.7) 


De aceea, in "— se utilizează pentru valoarea medic expresia: 
27р | 
Uma = 2 [dt р X ME (5.8) 


Introducând (5.5) sau (5.6) in (5.8) se obține: 
U med = Un -0,6360 6. gg P 
Valoarea medie a curentului se obtine in mod analog: AA Mee й 
ies Ela 2063. . 42%, p icm (5.10) 


Aparatele electrice de măsurat destinate рс curentul alternativ (cu exceptia 
celor cu BÀ RR та valoarea. efectivă s sau eficace definita de expresia: 


v-a, ое pile văi T f. BI 


Introducând (5. > sau (5. SA în G. 1 1); se бше. succesiv (cu q = 0): 


s 1- cos2ot j 
— [U2, sin? ок: = | [U2, 220829 ш, 
11 ы: ү uma 


U= Ошол. —. (542) 


42 


Prin analogie, valoarea efectivă pentru curent este: 


Іт. 
=- =0,7071,. (5.13) 
AZ) м 
Cu (5.12) şi (5.13) valorile momentane ale tensiunii şi curentului se scriu: 
u = J2Usin(ot ~ фи); i = V2Isin(at ~ фу) (5.14) 


sau, dacă и este considerată referință (fără fază inițială), adică фу = 0, iar qj = Ф. se 
obţine: 


u-4AUsinot; ік УД sin(cat -е) (5.15) 


unde ф este defazajul curentului i faţă de tensiunea u, 


Acţiunea termică sau electrodinamicá a curentului alternativ cu valoarea efectivă I 


este identică cu acțiunea curentului continuu de aceeași valoare І. Din punct de vedere 
fizic, valoarea efectivă a curentului sinusoidal este egală cu acea valoare constantă, |. a 
unui curent continuu care, trecând printr-un rezistor cu rezistența R dezvoltă în timp de o 
perioadă T aceeaşi energie Q ca şi curentul sinusoidal, í = Ig sin(cot - Ф) се {гесе ргіп 


acelaşi rezistor, în același interval de timp: А 
T : 
Q= RI2T = [Ri?dt, 
0 


din care se regáseste (5.13). 


(5.16) 


Raportul dintre valoarea efectivà si valoarea medie a aceleiași mărimi sinusoidale 


' u este constant: 
U т Е 
К = —— = == 111 (5.17) 
Umed 242 - Сори 
$1 se numeste factor de formá. : : 


5.1.2. Producerea t.e.m. monofazate sinusoidale 


Se consideră un câmp magnetic constant cu fluxul 
maxim фи în саге se roteşte o spiră. inchisă pe două inele. 
Inelele alunecă pe două perii, iar periile inchid un circuit cu 
o rezistență К (fig.5.3). Când planul spirei este 
perpendicular pe liniile de câmp, spira îmbrăhşează tot 
fluxul $m ; deci la un moment dat spira îmbrățișează fluxul 

Ф = Pm cosa (5.18) 


unde а este unghiul dintre normala la planul spirei şi directa 


Fig.5.3 liniilor de câmp magnetic. 
Admitánd că viteza de rotație a spirei este constantă in timp 


о. 
@ = — 
t 


(5.19) 


se obține pe inele o tensiune и, a cărei expresie este dată de legea inducției 


ф 


А i d А 
electromagnetice (pentru N spire): u = -N Wo Cu (5.18) şi (5.19) rezultă, succesiv: 


us -N FU сово!) = oN$, sin оі. 
Comparând (5.20) cu (5.15) şi ținând seama de (5.3) se obţine: 
JU = Вот: U= ^ КҮЛҮҮ 


(5.20) 


(5.21) 
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5.1.3. Circuite electrice cu rezistență, inductivitate şi capacitate 


Circuitele electrice de c.a. conţin rezistențe, inductivităţi si capacităţi distribuite in 
lungul circuitului, sau localizate în anumite puncte alc circuitului. De regulă. rezisten(cle. 
inductivit&tile şi capacitățile distribuite se neglijează faţă de cele localizate. sau se 
consideră incluse în acestea, cu scopul de a se ușura calculul, erorile comise fiind, practic, 


fără importanţă. 
i В 1) Circuit cu rezistență. Se consideră un circuit cu rezistență R 
T conectată la sursa de tensiune (fig.5.4): u = JZU sinat. În circuit 
R ia naştere un curent: 
тх ie = Vă пө! = V2sinot, (5.22) 
Mer Al 
y U 
Fig.5.4 unde: 1 = R este curentul efectiv. Putcrea instantanee este prin 
definiție: p= ui = Ul2sin?ot = UI(1 - cos2ot). (5.23) 


Mărimile и, i. p sunt reprezentate in diagramele 
carteziană şi polară in fig.5.5. din care rezultă că 
tensiunea şi curentul -sunt: în fază (ф = 0), iar 
puterea este mereu pozitivă, afe о ршѕаре dublă 
(20) faţă de tensiune şi are o valoare medie P dată 
de expresia: 


ЗГЕ үл 
P=- [pdt = = [шй = UI. (5.24) 
T 0 T 0 
În diagrama polară s-au folosit fazorii U si I ai 
Fig.5.5 tensiunii şi curentului. Fazorii sunt vectori, care nu 
| au punct de aplicaţie şi cu care se pot efectua aceleaşi operaţii ca si cu vectorii fortelor 
mecanice. 
2) Circuit cu _inductivitate. Se consideră un circuit cu 
В ' inductivitatea L (88.5.6) Я tem. momentană: 
a3 u= Va Usinot, care produce in spirele bobinei un curent i 
| L variabil. Conform legii inducției electromagnetice, t.e.m. 


<> indusá este: uL = AS. Cu a doua teoremă a lui Kirchhoff, 


di 
ын ut uL = 0, se obține: u = =. = |, m = „unde uj este 


tensiunea pe bobină. Rezultă, succesiv: 
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di = put js put = 25 cosot), 
in care coL = Ху, se numeşte reactantá inductivă (0), deci: 


i- Азы 5), | (525) 


U A 3 ОИ И 
unde І = Xx. reprezintă valoarea efectivă a curentului din circuit. 
L n 


Puterea momentană este: 
p= ui = 2Ulsinatsin( a - 7) еа. d (5.26) 
Márimile и, i, şi p sunt reprezentate în diagramele polară si carteziană, in fig.5.7, 
din care rezultă că curentul este defazat în urma tensiunii cu unghiul pozitiv ы . de unde 


rezultă cá puterea аге alternanfe pozitive şi negative, cu pulsatie dublă (20) faţă de 
tensiune, cu valoare medie nulă: 


Fig.5.7 
7. т ; 
= Lf uidt =- Vf sin 2otdt =0 ‚ * (62D 
To T 0 


Se observă că energia consumată într-un sfert de perioadă cste cedată înapoi sursei 
în următorul sfert de periodă: 


T T 
2 2 UI 

W'= f pdt = -Ul[sin2otdt = – — (5.28) 
o 0 o 


fiind egală in modul cu energia acumulată anterior în câmpului magnetic al bobinei 


I. ; UI 
W=- = == , 
2 Li, = LI © (5.29) 
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şi din care se regăseşte expresia reactanţei inductive a bobinei 


U 
oL-z—-2X, „(5.30 
TE Ros stia, З (5.30) 
es 3) Circuit cu capacitate. Se consideră un circuil cu 
Чс condensator ideal (fără pierderi) conectat Іа sursa de tensiune 
(fig.5.8): и = VŽU sincot. Cu teorema а doua a lui Kirchhoff : 
Ü u=u, (5.31) 
Fig.5.8 şi ţinând seama de relaţia dintre sarcina 9 Я capacitatea C а 
condensatorului: s 
s Is 
у= = – 110 =u, 532 
Е с! : ех 
rezultá succesiv: 
cw: (Зи) = mone) (5.33) 


unde ac" X, se Aia. тезіне capacitivă (9), iar 1 = E reprezintă curentul 


с 
efectiv din circuit. Puterea momentană este: 


р=ш= .Ulsin2ot Te 2 | (5.34) 


. а Fig.5.9 b. 
Márimile и і și p sunt reprezentate in diagramele carteziană şi polară, in fig. 5.9, din 


care rezultă că curentul este defazat înaintea tensiunii cu unghiul negativ 5. de unde 
rezultă că puterea momentană are alternante pozitive şi negative, cu pulsatia dublă Са) 
faţă de tensiune, cu b s p: nulá 


Po jj vine P [чаг =o (5.35) 
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Se observă că energia consumată într-un sfert de perioadă este cedată înapoi sursei 
în următorul sfert de perioadă: 
T T 
4 Ж UI 
W'= | pdt = UI sin2otdt = — (5.36) 
0 0 


fiind egală cu energia câmpului electric al condensatorului : 
\= lcu} = cui, Л ; (537) - 
2 [o] ; 


şi din care se regăseşte expresia reactan(ei capacitive а condensatorului 
| U = 
—=—=Х.. 5.38) 
әс I Б d : 
) 4) Circuit cu rezistenţă, inductivitate şi capacitate legate in serie. Se considerá 
circuitul din fig.5.10 în care sursa are la borne tensiunea- momentană : u = 42Usinot, 
care produce in circuit curentul momentan i si cáderile de tensiune Ug, ur și uc. Rezultă: 


=й +11 + Uc Poe aeo uS (5.39) 
u=iR+ LS ec fid : (5.40) 
R t “С Din diagramele polare (fig.5.5, 5.7 şi 5.9) şi 


luând fazor de referință curentul І, rezultă 
fig.5.11. Din triunghiul OAB se obține : 


V= UR (ÜE U + (541) 


Fig.5.10 mis sau, cunoscând са: 


i 2 
Us = IR; U, = D= loL şi Uc 2 IXc = Ligen: U’ =PR? +a) adică : 
“6 0 


2 1? i 
U=I JR +(aL- 1 = IZ (5.42) 
în саге; 
1. i 
oL- să (5.43) 
se numește reactan|a circuitului (О), iar 
2 
2 1 
R +(=.- 1) =7, (5.44) 


se numeste impedan|a circuitului (Q). 
Defazajul ф dintre curent și tensiune rezultă din fig.5. 11. 
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oL - — 
goa 00 Fo e, (5.45) 
Ок R R 
1 
oL-— 
Q = arctg (5-46) 


Deci curentul momentan este 

і = J2Isin(ot - 9) (5.47) 

Mărimile ші şi p = ui.sunt reprezentate in digramele 
carteziană (fig.5.12) şi polară (5.11) din care rezultă сй 
curentul este. defazat în 'urma tensiunii. dacă 
ф>0(Х > Хас), sau este defazat înaintea tensiunii. 


dacă ф<0(Хү < Xc). Dacă ecuaţia tensiunilor (5.40): 


0 Un l 
Fig 5.11 | жеңісті. ы + à [idt se inmulțeşte cu: idt = dq = Сашо, 
se obține, succesiv: У 
uidt = Ва + Lidi + Cucdüg -Ri2dt + di Li?) + (1сё) ; 
ша = Ri^dt + (Wy, + №), (5.48) ` 


adică energia elementară uidt produsă de 
sursa de tensiune este. pe de o parte. 
transformată ireversibil sub formă de 
căldură in rezistența R. iar pe de altă 
parte, energia este reversibilă. fiind 
absorbită sau cedată înapoi sursei. in 


|] 


2: 
anumite intervale де timp, де cámpul 
electric al condensatorului si cámpul 
2 magnetic al bobinei, 
- Diagramele polară (fig.5.1 1) si 
Fig:512 cartezianà (fig.5.12) au fost trasate 
4) considerând X,» Xc adică circuitul este inductiv. Dacă se consideră Ҳу < Хо (ф<0), atunci 
diagramele respective au aspectul din fig.5.13, adică circuitul este capacitiv, având 
curentul momentan: і = J2Isin(ct + Ф). (5.49) 
4 P = L uiat= Ul [asinotsin(ot + pat 
| T$ T$ | | 


т 
Р= S Проф — cos(2ot зә) = 1Лсоѕф > 0. 
% 


Fig.5.13 


Dacă В=0 şi X, +Хо, atunci р = +5, circuitul fiind capacitiv. sau respectiv. 


inductiv, iar dacă R+0 şi X; = Хо, atunci р = 0, circuitul fiind intr-un regim special numit 
rezonanţă electrică. 


5) Circuit cu rezisten inductivitate şi capacitate | 


circuitul din fig.5.1 4а, in care se cunosc R,L,C şi tensiunea momentană: u = Ош sino . 


cgate in paralel. Se consideră 


v5 | E^: eC 


| | Fig.5.14 - - 

Curenţii din ramuri au valorile efective : : $ 

Шә 0 U : 

Ras as, le se , 

Reel apar с Xc Оос. (5.52) 

Ținând seama de defazajele curenților Ip ,lj şi Іс față de tensiunea comună. 

precum şi de teorema lui Kirchhoff, 1=1р +11 +[с, se obține diagrama polară 
2 


i 


(fig. 5.14.b), din care rezultă I = А *(h. -1of sau, cu (5.52) 1= uja 42 -ас) i 
R? Lol. 
2 
1 1 1 U 
IU La-a) => 
"UM cp o "? (5.53) 


= l- 


Valoarea momentană a curentului este 
i = 4/21 8іпох ~ Ф). (5.55) 
din care rezultă că mărimile u,i și p=ui au digrama carteziană similară cu cea din fig.5.12 
dacă ф>0, sau similar cu cea din fig.5.13, dacă ф<0. Aceasta inscamnă că circuitul paralel 
din fig. (5.14 a) poate fi transfigurat într-un circuit echivalent cu rezistența R, şi reactanja 
X. legate în serie. 
Din (5.53) şi (5.54) rezultă : 


;tgp- X adică se obțin relaţiile de transfigurare: 
e 


8 2 
1 1 ( I И ) 

== кан ма (5.56) 
\ y [в2 +х? R? ХХ. Хе 

ж. 1. 23 „= ; (5.57) 

Re Хү Xe Я т 

Rezultă soluţiile: | | 
R қ 
В. = 5 (5.58) 
1 1 
1+ R2( .- - x: 
Хр Xc 
с] 
Е L6 (5.59) 
3-1 1 
)eR^| —- 
Хр Xc 
" 2е=кЇ+Х? = -— (5.60) 
i не) 
ой. І e 
jar Dacă X, > 0, circuitul echivalent este inductiv, cu inductivitatoa Le = Xs „iar 
-~ U 
А ; dacă Х.< 0, circuitul este capacitiv, cu capacitatea C = сұс қ 
. ФАС 
Pentru circuitul paralel R - 1. se consideră x: = (С = 0 şi rezultă: 
3) " 
RX 
Re m 3 (5.61) 


Pentru circuitul paralel R-C se consideră x P Agra = 0 şi rezultă: 
кх? 2 i - 
v (5.65) 
R2 + Xa р 
2 . 
TN m (5.66) 
R? + ХА E 
В+ = Ка | 2 (8:67) 
| 2 -X 
X. R ; | 
ее 5.68 
5Ф в. Xc ( ) 


6) Condensatorul real. Datorită imperfectiunii dielectricului, în care au loc pierderi 
prin efect Joule-Lenz si pierderi prin histerezis, condensatoarele reale se încălzesc, ceea ce 
echivalează cu prezența în circuitul condensatorului a unei rezistențe. Pe baza 
echivalentei circuitelor serie şi paralel, rezultă schemele echivalente ale condensatorului 
real (fig.5.16 şi 5.17), din care se constată că unghiul de pierderi 6 are valoarea: 


- d А 
— d 
ТО 
t . 
| Ves 
Fig.5.16 Ғір.5.17 
A . 
Ор, К In, R 1 
$ ё = Ка а — 1 zoRQQC, EL. Pr dp unde 
SC. cai“ eo" кашы ашшы Cep see ЗЫ 


оС, 


= 113 = 


tg8 ô 


variază între 107 si la 10". Rezultă: R, = FA м T (5.69) 
sau В. = кеп (не м 1 : (5.70) 


Deoarece se admite C, = C, = C, se deduce 


Ка 52 san: В, << Rp. j (5.71) 
Rp - S 
La condensatoarele ideale В, =0 si Rp = «о, fiind considerate fără pierderi. 


N 


7). Circuit electric paralel 
oarecare. Se consideră circu- 
ии]. din fig.5.18.a format. din 
două laturi ale căror diagrame 
(U: D sunt trasate în fig.5.18.b 
şi c. Aceste diagrame se 
suprapun. într-o singură dia- 
gramă (fig.5.18.d) având 
comună tensiunea U. Dife- 
ritele căderi de tensiune (Uy; 

Uma: Une; Шмо) pot fi deter- 

Fig.5.18 minate grafic din fig.5.18.d, 

cu condiţia ca aceasta să fie trasată la scară, 


Se constată că: I = 4/12 +15 212505 - 91) (5.72) 
u 


cari U til ia " 
în care = 7 ‚12 = Ет 
2 UM 83 +( La - ) 

Rj “ша ==) 2*| @-2 aJ * 
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il, == oa = 


Ф" еде, pa = E 22 


Rezultă defazajul global al circuitului Фф, din relaţia: п. 21 +12 - 21; cod ф- 9: ). 
Se mai pot calcula: impedanta, rezistența şi reactanța echivalente ale circuitului 


. 2-4; В = 2.6034 ; X = 751пф (5.73) 


8) С "WP, ramificat, cu rezistență, inductivitate şi capacitate legate mixt. Se 


consideră circuitul din fig.5.19 cu parametrii RLC şi tensiunea momentană 
u = 4/20 sinct , cunoscute. 


А 
че Circuit соросйм 
м , MESS 
Fig.5.19 
= Pentru determinarea curenților din ramuri se alege o valoare arbitrarā pentru 
tensiunea 171 între nodurile circuitului, obținându-se curenții Пс = Re. Іс = ut $ 
L С 


Ig E - Ie şi tensiunea pe rezistența В: Uk = IRR. 


‚ \2 EV 
Rezultă o tensiune U'= (ле) +(Un) „care de regulă este diferită de U. 


Valorile reale ale mărimilor se obţin prin înmulţirea cu factorul К (circuitul fiind 
liniar); 


U 
kr (5.74) 
şi rezultă : I}, = kl}; Ic = Мс: Ig = kik; Ug = КОВ: Uic = KUtc- 
Defazajul total al circuitului este: 
феа, (5.75) 
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În fig.5.20 este prezentată а doua variantă de conectare mixtă a elemenetelor 
R.L.C şi diagramele polare în cazul circuitului inductiv şi capacitiv. 


Fig.5.20 
‚ Se alege o valoare arbitrară pentru tensiunea ас intre nodurile circuitului şi se 


deduce: Ig = Ою, lc = 52e, Ша (а) «(cJ = Ху; 


‚ \2 me A Р : Г, 
U'= (Unc) «(ui) + 2UncU;, cosa. , unde a are valoarea: a = 90°  arctg-C.. 
In 
Cu factorul I se obțin valorile reale: Ig = Кр ;Іс = Кс: = kl} ; 


Ur = КО; Unc = К/с. | 
Din relatia: Uâc =U2 + UZ = 2UUL co{ U; UL) se obține defazajul circuitului: 


U? +U? -Uâe 


ф=90° — arccos 500 . -  '(5.76) 
L А 


Fig.5.21 
In Пв,5,21 este prezentată a treia variantă de conectare mixtă a elementelor Е.С 
și diagramele polare, cu ф>0 (circuit inductiv) si ф<0 (circuit capacitiv). 


T" iuit uL. 
Cu o valoare arbitrară к, între nodurile circuitului se obţine Ig = TRO 
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ILe чи. ic. (ба) «(i |; аяр; Uz (би) ҷи ттн 
unde а are valoare : a = 90° + №. 
| к № 


Мо па кеті rezultă valorile reale: Ip. ED = с = ke; Ос = кй; 


Ув. = Кр... Defazajul circuitului este: 

U? - UÀ - Uf. 
2UUc 
Aplicaţie, Să se rezolve circuitul din fig.5:22.a, în care U=100V, o = 1093, R = 

=100, L = 10mH, С = 100pF. | 


ф=90° — arccos (877) > 


Fig.5.22 
Pe Бата metodei prezentate si а diagramelor din fig.5.20 si 5.21, se obtine 
diagrama din fig. 5.22,b, în care: Unc = Чи, = 100V, Ir = Ina = let = с; = 127 104, h = 
= р = 1042 A, I=20A, U; = U, = 10042 V, фу = фэ 545", Фф = 0. Ом = 200V 
(obținută grafic), 


5,1,4 Puterea electrică activă, reactivă şi aparentă, 


Triunghiurile puterii, tensiunii, impedan|ei si admitanfei 


Puterea electrică are valoarea momentană: p + ш, unde u= и sinat ; 
í = J21sin(ot — p). Rezultă: ре ui = (01 созф - cos(200t ~ ә), 


- 117 = 


Valoarea medie: 
іт | 
p= 7 JUl[cose - cos(2at — ә)ш = 01соѕф, | (5.78) 
0 
se numeste putere activă, cu unitatea de măsură watt (W). iar energia consumată se 


„numeşte energie activă. Dacă un circuit conţine rezistență, inductivitate și capacitate, 
atunci numai în rezistență se transformă energia electrică în energie calorică prin curentul 


de conducţie activ: 

I4 =1созф (5.79) 
puterea activă având valoarea 

Р-ІЛ, =Ulcosg, 22 he. c (5.80) 


Într-un circuit cu rezistența şi tensiunea eficace “constante, puterea activă este 
constantă, deci şi curentul activ I, este constant, iar curentul din.circuit depinde de 


defazajul q al circuitului (fig.5.23): I = la : 
Г coso 
0- Este deci avantajos ca márimea совф numità factor de ршеге 


U Р US x : 
= să fie cát mai mare, adică să tindă spre unitate. 

În circuitele de curent alternativ, reactanta inductivá,. sau 
capacitivă, provoacă un schimb bilateral de energie între.sursă şi 


circuit, curentul se numeşte curent. de conducfie reactiv 


(fig.5.23): 
I, = sing (5.81) 
Fig.5.23 iar puterea respectivă Я 
к О-ІЛ,-ІЛзіпф i (5.82) 


se numeşte puterea reactivă, cu unitatea de măsură voltamper reactiv (VAr). Puterea 
reactivă este absorbită de bobinele şi condensatoarele din circuit, într-un sfert de perioadă 
şi apoi cedată înapoi sursei în următorul sfert de perioadă. їп mod independent. 
Eliminând unghiul de defazaj q din relaţiile puterilor activă şi reactivă: 
Р = 1Лсоѕф, О = Ulsing, se obţine o mărime pozitivă 


s- JP? +Q? = ul (5.83) 


numită putere aparentă şi care se măsoară în voltamper (VA), 
Ultimele trei relații se pot ataşa la triunghiul dreptunghic din 


fíg.5.24 numit triunghiul puterilor. Știind că Р>0 si Q} 0 rezultă 
Q că într-un circuit cu mai multe rezistențe, inductivităţi şi 
r capacităţi, legate in serie, paralel sau mixt, puterea activă totală 
| este egală cu suma aritmetică a puterilor rezistoarelor (п), 
puterea reactivă totală este egală cu suma algebrică a puterilor 


S 


T | Fig.5.24 
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câmpului magnetic (+) şi câmpului electric (-) al 
bobinelor și condensatoarelor (m), iar puterea 
aparentă totală a circuitului considerat este egală 
cu suma vectorială  (fig.5.25-pentru trei 


impedanle): 
n m f 
Р-Х8:0-Х0:5-Х80 (549 


ісі! ist ist 
Fig.5.25 unde r este numărul de impedan(c, iar modulu! 


S este (5.83): S= yP? +02. 


Раса laturile triunghiului puterilor (fig.5.24) se impart la curentul eficace I. se 


] | obţine triunghiul tensiunilor (fig.5.26), cu laturile: 
0-5 Ug = T. совр; Uy = 2 Шып i (5.85) 
U 2 | Y 
T d. | p a exl 
Un R d 
Fig.5.26 Fig.5.27 ` Fig.5.28 
Dacă laturile triunghiului tensiunilor se împart la curentul eficace 1. sc obține 
triunghiul impedantelor (fig. 5.27), cu laturile: 
Z="; Ro УЕ = теор, X= CĂ = Zsing (5.86) 


În sfârşit, dacă laturile triunghiului impedanței se impart la pătratul impedantei 
(22) se obţine triunghiul admitantelor (fig.5.28) cu laturile : 
ү= 2-1: gc E =Үсозе; B=% Ysino (5.87) 
za Zr. v 22 
În aceste expresii Y este ватИай, G-conductanță, iar В-зизоералА. toate trei 
măsurându-se in [C7]. Celor patru triunghiuri li se pot ataşa mai multe relaţii utile, dintre 
care menţionăm; 


А 
8=їЛ =? 5-0, Р =$созф = Шсоѕф = RI? = GU?, 


X BI 
Q - Ssing = Ulsing XI? = BU?, € 


cour еа Yu G2 + B2 etc. 
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5.1.5 Metoda algebrică generală de rezvoltare a circuitelor ramificate monofazate 


Metoda algebrică de rezolvare a circuitelor electrice monofazate se recomandă în 
cazul calculelor asistate de calculator (minicalculator): în caz contrar, această metodă 
devine greoaie, cu volum mare de calcul manual. 

Se consideră circuitul ramificat din fig.5.29.a, in carc se cunosc: tensiunea de 
alimentare U, elementele de circuit R,L,C şi pulsatia о. 


А - Fig.5.29. 
Se parcurg urmátoarele etape de rezolvare: 
- Se calculează reactantele şi impedanţele celor trei ramuri ale circuitului (cu i 
=1,2,3): 


Xu - oli, Ха ===.» stiu a = ЛЕ. 
1 


- Se calculează conductanţele, susceptantele, admitanta și impedanța grupului 


R R 
paralel Ө; = 24 05 = 73, Оз =з +0. B тт 
2 


ЖЖ 
1 

Үз = 4G + Bh 223 = ip 

- Se determină rezistenţa si reactanja grupului paralel, rezistenţa, reactan[a şi 
impedanţa circuitului (fig.5.29.b). 
Ra = G422,, Xa = В,322,, К= К +R, X2 X X4, Z2 JR? +X? 
Кд = 6,3223, Xn = BaZa, R2 Ry t Rs, X = Xi «Ха, Z7 Хх“. 

- Se calculează curentul absorbit de la sursă, tensiunile U, (pe ramura 1) si Us; (pe 


grupul paralel), precum şi curenţii din ramurile paralele n 2: U = Zilu Uaa = Zyl: 


1. = 923 т. = Un 
Ci аш 
2 3 
К Хх х, „ы Ма 
- Se calculează defazajele фу = агоїр—, Фу = во ^, фу =, 
Ri R? Ra 


X X 
923 = arctg 23, ф = arctg =. 
23 в. 9 8% 
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= Se calculează puterile 

P, = ВШ, Р, = К, Ру = Ri; 

P = P) + P, + P, = Ul, coso 

О‹=Х1{}, Q; = Xil, О; = Ху}, 
М Q*Q, +0; +03 = Ul; sing 
S, = Uil, $; = 0313, S3 = 2313, 
S- JP? +0? = UI. 

- Se trasează diagrama polară a tensiu- 

Р Fig.5.30 nilor si curenților (fig.5.30), in ordinea:U (fazor 

de referință), q^), 1, Ф, Ui, 92s; Uns, (ca verificare U; + Un = Ц), ф b. Фэ Ls (ca 
verificare 1; + 1, = П). 


-7 В 


Tot ca verificare se poate trasa si 
suma fazorilor Ug = Ux , care trebuie să 
fie egală cu U, unde Ug = RI, şi Ux = 
XI, (fig.5.29.b). 

- Se completează diagrama din 
fig.5.30 cu cáderile de tensiune pe ele- 
mentele de circuit (cu i = 1,2,3): 

UR; = Rili 3 
Ui =Xuli; Ug (5.96) 
1, si se obţine diagrama din fig.5.31. 


Џи 


2 


5.2 CALCULUL CIRCUITELOR ELECTRICE DE CURENT 
ALTERNATIV, PRIN METODA REPREZENTĂRII 
ÎN COMPLEX 


Această metodă constă în utilizarea proprietăţilor numerelor complexe şi oferă 
simplitate si volum redus de calcul, 

În cazul circuitelor cu un număr relativ mare de laturi, pentru care se impune 
rezolvarea unor sisteme cu tot atâtea ecuaţii complexe, metoda permite utilizarea 
calculatoarelor electronice. Sistemele de N ecuaţii complexe se transformă în 2N ecuaţii 
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algebrice, rezolvarea asistată de calculator fiind identică cu cea din cap.3. 


5.2.1 Proprietăţile numerelor complexe şi reprezentarea în complex 
a mărimilor electrice 


Un număr complex se poate scrie în funcție de operatorul imaginar | = /-1 astfel 
(fig.5.32): C = a + jb = С(созф + jsing) = Се”, unde C este numărul complex. C - 
modulul numărului complex, a - partea reală, b - partea imaginară, ф - defazajul 
numărului complex, iar e - baza logaritmului natural. Între aceste mărimi se pot scrie 
relațiile: ' 


R . 
Qa ui 4b; рее; }=/1=е1;С=а-}Ь=Се”? (5.97) 
a 
"Numărul complex de modul unitar $i argument a se numeşte operator de rotaţie. 


Dacă а = 2 se obține (5.97) operatorul care ataşat unui vector (fazor) îl roteşte în sens 


i Й IUE 
trigonometric cu unghiul 3 
axa imaginară... 


Flg.5.32 . Fig.5.33 
Conjugatul numărului complex C se notează cu С" (5.97) si se utilizează în 
ra(iopalízarea fracţiilor, precum şi alte operaţii. 
Derivata unui număr complex în raport cu timpul este tot un număr complex, rotit 
н 5 


cu 2 în sens trigonometric şi cu modulul de өз ori mai mare (fig.5.33). 
-— t сл 
ELS lucc шо. м; o 
i С'= РУ (се ) 4 (С° ) јоСе іс (5.98) 
unde: ф = ot reprezintă faza definită în general ca produs între pulsaţie şi timp. 
Td Inteprala unui număr complex în raport cu timpul este tot un număr complex, rotit 
уе? си 5 în sens orar şi cu modulul de о ori mai mic (fig.5.34), Rezultă succesiv: 


yi 
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jot 
бос (5.99) 


[Ой = {се = : 
| jo јә 
Transpunerea în complex a mărimilor sinusoidale sc face prin includerea valorilor 
efective fazoriale ale mărimilor electrice în planul 
complex. Astfel, mărimile conţinute de triunghiurile 
puterii (fig.5.24), tensiunii (fig.$.26), impedantci 
(fig.5.27), admitantei (fig.5.28) și curentului (fig.5.23) 
' ве pot scrie în complex : 
S=P+jQ Uc Ug jUxiZ = 


(5.100) 


4 1 : ; 
} & -®+%&Ү=;=0-)В1=1,-, 


Fig.5.34 Comparând reprezentarea in complex a tensiunii U şi a 
curentului conjugat I* cu triunghiului puterilor transpuse in planul complex (fig.5.35) se 
constată egelitatea: S = U 1*, deoarece: 


$ S- UI* - UI* = Ule? = Sei? (5.101) 
Q Rezultă 
at S= Ulei? = Ul(coso + |віпф) = Ulcose + jUl sing. 
am m ` Deci, S=Ul*=P+jQ (5.102) 


Fig.5.35 


5.2.2 Legea lui Ohm si teoremele lui Kirchhoff in forma complexă 


i R Ü C Fie circuitul R,L.C, serie din fig.5.36 în care 
с tensiunea: u = V2Usinwt, acoperă căderile de 
u(1) tensiune momentane pe elementele de circuit. 
Rezultă: u = ug +U, + Uc, sau, 
; di lis 
„5.36 u=iR+L—+—[idt. 5.103 
Е dt c! ( } 


Си (5.98) sí (5.99) se trece de la valorile momentane la valorile efective (ca 
mărimi complexe) scriindu-se, în loc de и, corespondentul U si іп loc de i corespondentul 


1: deci (5.103) devine: U = IR + L( jæ!) + 105) ‚ вац succesiv 


қ 1 A 
U=1| R+)joL =) д X) = 12, 5.104 
U ( jo 6 I(R + jX) 12 (5.104) 


care se numeşte Jegea lui Ohm în formă complexă. Expresia: — 
Z-R«jX (5.105) 
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se numeşte impedanța complexă a 


circuitului. în care se recunoaște 
expresia reactanfei: 


| X=X, - Xe sol - E. Teoremele 


lui Kirchhoff prezentate їп regimul 
electrocinetic se pot extinde şi іп regim 
. cvasistaționar (c.a.): 

Хі-0;, 2 (5.106) 


в; L ( cmd cs ) 
2 41 = gum. 
bc N'ES Rit Lies fid (5.107 
Fig.5.37 Transpuse în planul complex acestea au 
forma: $1=0 ` (5.108) 
fer a] | 
О= ЎЦЩВ L 1) = У 12 5.109 
ZU > *jo *uc) 512 (5.109) 


care reprezintă teoremele lui. Kirchhoff їп formă complexă. Ca exemplu de-aplicare la 
nodul şi bucla din fig.5.37, aceste teoreme se scriu: I, -I; -I4 41450; 


қ Т 21 UR 
U, -U, =1 (В, jo) Ln; +3915 55) -nR = ia) *LR,. 


5.2.3 Metode de rezolvare in complex a circuitului electric dc curent altemativ 


ше | 


| Se poate face o analogie intre metodele de rezolvare in с.с. si metodele de 

de | rezolvare în c.a. cu mărimi complexe. 

jit 1) Metoda legii lui Ohm. Se aplică їп cazul circuitelor serie alimentate la o sursă 
de tensiune, De regulă se cunosc elementele de circuit R,L.C si t.e.m. a sursei de tensiune 
sinusoidală, adică se cunosc valoarea efectivă a tensiunii U şi pulsatia œ, tensiunea U fiind 
luată fazor de referință, ' 

Curentul absorbit de la sursă este calculat cu legea lui Ohm 
EE U U 
tul 


эз 


U 
RU RARE a (5110) 
| Z R«jX К+Хү-Хс)' 
| unde R este suma rezistentelor legate in seric, Ху = J wL- suma reactanfelor inductive 
| 


legate în serie, iar Хс = DE - suma reactanjelor capacitive legate in serie. Cu ajutorul 
ы © 


curentului І ве pot calcula căderile de tensiune pe elementele de circuit, defazajul 
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circuitului, expresia momentană a curentului si puterile: 


Us € IR, “ИХ, Uc=-ilXc; Ф = arctg, i = J2Isin(ct - 9) 


S-UI*- P « jQ (5.111) 
apoi se trasează diagrama fazorilor, tensiune curent, in plan complex. 
2) Metoda impedantelor echivalente. Se utilizează, în general, în cazul circuitelor 


ramificate alimentate la o singură sursă de tensiune (Circuite monofazate). Grupurile de 
"impedane legate în paralel se transfigurează în impedanțe echivalente seric şi se aplică їп | 
continuare metoda legii lui Ohm. La calculul in complex al impedantei echivalente a | 
circuitului se folosesc relații asemănătoare cu cele din, с.с, adică, pentru mai multe 
impedante legate în serie se obține o impedanţă echivalentă 


ZzZ +2, +... (5.112) 
iar pentru mai multe impedante legate in paralel, impedanta echivalentă se obţine din 
relaţia : LP SUD SON 

Z 23 


Aplicaţie. Să se rezolve circuitul din fig.5.38, în care U = U = 174V; Z = (1+15)62; 
Za = (10-240; Za = (6+j8)Q. 


Impedantele grupului paralel si echivalentă sunt 24р = 27» = aa i Q5 
№ Z4 8 


2-22 = у О. 


` Зе determină curentul absorbit de la sursa 
1 şi defazajul acestuia faţă de tensiunea U (luată 


В ca fază de referință) I, =7 81-2: 


l= 8V2A, p= аги Х = 45°. 
Celelalte defazaje sunt : 


Ф cani =78"40; Ф) = ака 21 = 6720, 
i 1 


Ф age =-5%7. 
Se calculează căderile de tensiune ре 
impedante: U; = 2111 = 48 + j32; 
Ui = 57,7 Vi Ов = Zaa li = 126 - j32; Uas = 130V. 
Rezultă curenţii din ramuri: 
; J 
Lh "Un =3+ il, Sai; =- Ча =$- 12; 213A. 
2 74 


Еш 539 
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Ca verificare: |, = L + Ij. Puterea aparentă este :S = U [,*=UJ,* = 1748 + j18), 
P= 1392 W; Q = 1392 УАг; 5-1392/2УА. Circuitul este inductiv (Q»0). În fig.5.39 
este prezentată diagrama în planul complex al tensiunilor unde, ca verificare se constantă 
у= *Ussib 7b *b. 

3) Metoda teoremelor lui Kirchhoff. Se utilizează in cazul circuitelor ramificate, cu 
una sau mai multe surse de tensiune. Etapele de calcul sunt următoarele: se determină 
numărul de noduri electrice N, numărul de bucle B care nu se suprapun, se aleg sensuri 
arbitrare pentru curenții din laturi, se scrie teorema întâi a lui Kirchhoff 


21-0 4 (5.114) 
de (N-1) ori, si teorema a doua a lui Kirchhoff: 
Х4-У20 = CWS) 


de B ori, cu sens de parcurgere arbitrar (dacă sensul curentului are sensul de parcurgere, 
produsul respectiv Z I are semn pozitiv, în caz contrar-negativ), apoi se rezolvă sistemul 
celor L ecuaţii (L =N - 1 + В). Suma din membrul drept (5.115) este fazorială. 

De regulă, in cele L ecuaţii, necunoscute sunt curenţii, fiind cunoscute tensiunile 
de alimentare şi impedantele din circuit. După ce se determină curenţii din laturi şi 
defazajele se pot cacula puterile şi se poate trasa diagrama fazorilor (U; I) în planul 


х Aplicaţie. Să se afle curenţii din laturile 
circuitului reprezentat în fig. 5.40, în саге: U, = 90V (faza 
(PU de referință pentru toți ceilalți fazori О, Т), U, = (180- 

3135)У, 0, = (1604j175)V: О, = (170+j120)V, Za = (25- 
iz j25), Za = 100,2, = (10410), Za = (30420) Zs = 
c 70055), Ze = (10+20)0. 

Circuitul arc N = 3 noduri şi В = 4 bucle, deci: 
L=N-1+B=6 laturi. 
Se scriu teoremele lui Kirchhoff: 


j. Fig.5.40 
l-b-Lhs1520 1;%1-1;-1-0 
-Zh —Zala = Ui — Uz; 2215 - 2616 +Zsls =U}, (8116) 
2313 + 2515 = Uy; 2414 +2616 = U4 
Se introduc valorile tensiunilor și impedanțelor, se rezolvă sistemul şi se obţin 
V. curentii: L = 4 + j5; L = 3 - j4; L = 8 + j6; L = 4 ~ j3; L 77 Is = 5 + j3, cu modulele: 
I, = 2,/5А ‚1, = SA, I = 10A, Ц = SA, Is = ТА, 1 = 5,83A. 
Rezolvarea sistemului (5.116) se poate face, fie asistată de calculator (2N = 12 
^ ecuaţii algebrice liniare), fie prin metoda substitu(iei. 
? 4) Metoda superpozifiei. Această metodă ве bazează pe principiul superpozitiei, 
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potrivit căruia curentul electric dintr-o latură a unui circuit de c.a. reprezintă suma 
algebrică a curenților produşi de fiecare t.e.m. al circuitului. în parte, dacă ar acţiona 
` singură în rețea. Ca şi în c.c, se menţine, pe rând, în circuit numai câte o sursă, celelalte 
surse fiind considerate cu t.e.m. nule, dar cu impedanțele lor proprii neschimbate. Metoda 
superpozitiei se aplică la circuite cu două, maxim trei surse; în cazul mai multor surse, 
volumul calculelor creşte considerabil, față de alte metode. 
Aplicaţie. Sá se determine curenţii din laturile circuitului reprezentat în fig.5.4 1a, 
în саге U,= U; = 300V, U, = (38+j156)V, Zi = 4700, Za = (2-5) Q, Zs = (10 + j20) Q. 
Impedantele interioare ale surselor U, şi U; se neglijează, sau se consideră incluse în 


impedantele laturilor, Z, și 22. 


и 


Fig.5.41 
- Se lasă în circuit efectul sursei U, (fig.5.41.b) şi se determină curenţii I' 
р 2222,1, ЗАВ. - Шав, (117) 
Zi +23 - £y Z3 


- Se lasă în circuit efectul sursei U, (fig.5.41.c) şi se determin& curenţii I". 
Ținând seama de sensurile curenților din circuitul iniţial şi circuitele de lucru 
rezultá curenții 1, = Г, - №, = 2+j4; b =Т, - [> = 4-2; 5 = D + D336 +2. 


Ics 


lei 


Fig.5.42 


5) Metoda curenților de contur. Se folosesc 
teoremele Іші Kirchhoff scrise іп complex, prin 
substituirea curenților din laturi cu curenţi de contur. De 
exemplu, curenţii din sistemul де ecuaţii (5.116) ai 
circuitului din fig.5.40, se înlocuiesc cu curenţii de 
contur din 8.5.42:1,=1с1;1» “Ісі - 1сзз* Hes; I57Ics - 15 
Ll = 10; 16 = Lea + Io (5.118) 

Numărul curentiilor de contur este egal cu 


numărul de bucle independente B. Noile necunoscute (5.118) introduse in sistemul de 
ecuaţii (5.116), reduc numărul de ecuaţii de la şase la patru, adică tot atâtea. câte 
necunoscute există în noul sistem, acesta din urmă fiind, deci, compatibil: 
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(Za + Za lei - Zi1e2 7 Uz - Ui 
-Zlo + (2› + 25 + Йа 7 Zsles + Zelea = -U3 
=2 сз + (23 + Zs)lc3 = Ыз 
Zelea +(Za + Zelea = Ца 
Soluţiile acestui sistem se introduc în expresiile (5.118) şi se obțin curenții 
circuitului (fig.5-40), care satisfac teoremele lui Kirchhoff. 
Sistemul (5.119), ca şi alte sisteme obținute similar pentru alte circuite cu oricâte 
bucle, se poate scrie direct din sistemul general de ecuaţii pentru determinarea curenților 


de contur : ` 
2л\Їсї + 21210 ++ Zinles = Ui 


(5.119) 


Zale + 2221с2 +--+ Zane = Uo ? (5.120) 


AZmlei + 202 1с +..+ лоо = Un Қ 

În general Zp este suma algebrică а impedanjelor complexe din circuitul j afectate 

de curentul de contur L, din circuitul p, iar U, este suma algebrică a t.e.m. complexe din 

circuitul p. Dacă circuitul are B bucle independente, atunci n = B şi Zip = Za iar semnul 

produsului Zelo este pozitiv dacă prin Zy curenţii 1 și L, au același sens şi este negativ - 

în caz contrar, sensul de parcurgere a buclei fiind dat de sensul, ales arbitrar, al curentului 

de contur. Curenţii din laturile circuitului se obțin făcând suma algebrică a curenților de 
contur din latura respectivă . 

. Aplicaţie. Să se afle curenţii din 
laturile circuitului reprezentat іп 
fig.5.43, în care : Ш = U, = 200V 
(fazorul de referință pentru celelalte 
te.m.), Uz = (30 - j30)V,_Us=(180+ 
4j110)V, U, = (50  j20)V, Za «(10 - 
j30) 9,22 = (10410) 0,7, = (5 - 15) 6, 
Z47(50-j10) Q, Zs = (5 +15) 0.2 = 
-(10-j10) 0.7» = (20 - j30) QZ. = 
=(20 4j10)Q, 


Fig. 5.43 
Ecuațiile sistemului sunt : 
(2, +25 + Z;)lci + Balea + Zsle« = -U, 
Zila + (2 +76 + Zn lea + Zelcs = Us 
741 + (Z3 +26 + Zelea + Zalca = Ua 
Zsley + Zelea t(Za +25 + ай са! 


Se introduc valorile ounoscuto alo tensiunilor şi impedanjolor se rezolvă sistemul si 
se obtin soluțiile h = Ја" 3+2, ІЯ ы о" 24; L* lo" 4+)6, Lh " [= 1+2; Le Ie - 
lo7 444,1,” la + les 7 655 СЫСЫ ТЫСЫ Іо 3-44. 

6) Metoda transfigurării. Un grup de impedanye legate in triunghi (fig.5.44) poale 
fi transfigurat într-un alt grup de impedanje complexe legate în stea şi invers, dacă după 
transfigurare роепнаее bornelor de legătură (А,В,С) rămân neschimbate și dacă 
curenții absorbiți prin aceste borne nu se modifică. 


с Zac 8 
Fig.5.44 
Pe bază condiției de transfigurare menţionată, se pot scrie relațiile de echivalență a 
impedantelor din grupul triunghi cu cele din grupul stea, măsurate între două borne (A-B, 
B-C şi C-A): | 
®лв(2вс + Zea) .`@вс(@лв + Zea ) : 
2 лв + Zac + ZcA = бло + Ese? Zan ! Zinc + Zoa = Zso * Eco" 
2сл(2лв + Zac) 
2 лв + Zac + 2сА 
Se rezolvă sistemul (5.121) în raport cu Zao, Zso, 2со» $i se obțin relaţiile de calcul 
ale impedantelor echivalente la transfigurarea din triunghi în stea : 
Я а „ZAB ZCA ‚Ж е ZapZ вс 7 
Ота ccs opo eio uo ГДР 
Zap + Zac + ZCA ZaB + ©вс + ZCA 


е%2 4 co (54121) 


Zeen (5.122) 
Zan + рс + сл 

Rezolvând sistemul (5.121) în raport cu Zas, Zac, Zea: se obțin relațiile de calcul 
aje impedanțelor echivalente la transfigurarea din stea in triunghi 


Zaa = Zao + Zoo + 240280, Zac = Zpo +Zoo + 28090; 
Zco Zao 


2со = 


27402 
Zea = Zao + Eco + cs (5.123) 
£N 


sau, folosind admitanjele :y „= —— a0 XRO сук — Ув _, 
ta tele Үз Уло + Yao + Yco Xss Yao + Хво + Хсо 


Аб И (5.124) 
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Metoda transfigurării se foloseşte іп rezolvarea circuitelor de са, dacă prin 
transfigureree triunghi-stea, sau stea-triunghi se obține o reducere в numărului de bucle gi 
noduri electrice, în scopul reducerii volumului de calcule. 
Üi Rm 1 i Aplicaţie. Să se rezolve 

A 12 circuitul din fig.5.45, in care: 
U,275V; О, = 7542 V și defazată 
în sens trigonometric față de U, cu 
1355; U, = 150V gi defazată în sens 
trigonometric față de U; cu 90°, 
Pulsaţia tensiunilor este өз10%7, 
iar elementele de circuit au valorile : 
В, 750, L, = 25mH, Lz-10mH,C,; 
= 40pF, C3=100pF. 
Soluția 1: 
- Rezultă valorile tensiunilor 
(fig.5.46.a): U, =U; = 75 V; 


ТҮГЕ W= 75 (-D V;Us = j150 V; 
- Se transfigureazs triunghiul ABD în stea (fig.5.46.b) gi se obține : К) = 100, Х.= 


100, Xc= 100. 


-  Impedanțele circuitului echivalent 
‚ (655460 тш ;Z, = Ri + Rh = R = 150, 
S. : 
zii Q' ZoLirpesilsQ, Z,--jL- «X, = 
21 


- Se calculează tensiunea dintre noduri, 
U,Y, + U; Y + U,Y. 
imilar са (3.35): О, = 2121—2222 2323 2323 
similar cu (3.35): О Yon i 


^ мош У, = Z @=1,2,3). Se obține: Uo=j?5V. 
i Ў 
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- Rezultă curenții absorbiți de Ia sursele de t.e.m. : li stiess- js; 
£i 


U-U, . - 
ln 2542A; lu p =р; Іш =SA; la = 2- Uo = -5; lei = 5А. 


=з 


` Verificare : Ба + ba + lo 70 
- Se determină curenții din laturile triunghiului ABD: 


р . 1 
InRi-Lujeló “ыч =U, — U, Rezultă: р 75; ha = SA, 
1 


Е Е | 
InjoL, + IR; - аа = Uz - Чу. Rezultă : In =5+]5; з” 542 A. 
1 


251 қ 
ыы] -hajo;li-7U - Us Rezultă : c; = 1c; = 5А. 
2 


Soluta 2 : 
- Cu U,, Us, Us și curenţii de contur Iano, Iano» Iano se formează sistemul : 


" zv Қ LE . 
(s + jol4- ise + jeLi(-Inpo) - dac, C ion) = 0-03; 


A 4-21 қ 
(к. + joL,- ко + ют (-Ілво)+ В» (-1лво)= Uz- Uy 
1 қ 


A " ; 1 c 
(n. + јо, - is) + Ra(-lano) - Тос) = 0, care are solu- 


{Ше : Lao = 5 - j5; Imo = 5; Leo 2-15. Rezultă curenţii din laturile circuitului: Iri = Lio 
-5- ba = Ino - Lao = j5; Les = аро = -5 Dea = Iano - Damo = 5 * }5 Ba = ao * ÎS: koa | 
= уво Тавр = 5А, adică aceleagi valori: 

- Altă soluţie (Metoda teoremelor lui Kirchhoff) nu se recomandă necesitând un 
volum relativ mare de calcul manual. . 

7)Metoda generatorului de 
tensiune echivalent. Un circuit 
ramificat complex este 
echivalent cu un generator de 
tem, care debitează curent 
electric de conducție | in una 

8 din ramurile circuitului 

cu impedanp 2, considerată 
nlocuiegte cu generatorul de tensiune 
8.5.47) 


Circuit 


ramificat 


Fig 547 
receptor unic. Circuitul ramificat complex we i 
echivalent, din care se extrage latura prin care vo determină curentul (fi 
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În circuitul echivalent, Uaso este t.e.m. a generatorului echivalent, egală cu tensiunea 
la bornele А-В când acesta funcționează în gol, iar Zano este impedanta interioară a sursei 
de tensiune echivalentă, calculată în aceeaşi condiție : ramura A-Zazo - B deschisă. Rezultă 
(teorema lui Thévenin): i 

p. Чаво (5.125) 
^ 2+ Zano 
Metoda generatorul de tensiune echivalent se utilizează in cazul când se cere să se 
calculeze curentul dinti-o singură latură a unui circuit ramificat. 

„Aplicaţie. Să se afle curentul I din 
circuitul reprezentat în fig.5.48, în care 
U,-U,-50V,U;-(60 + j45)V, Әз (30 
+ jOVU = (220 + j45V, 
7“ 270,284 12)0,23=(4+4)0 
Za = (2-6) 0, Z = 4-3) О, 
(DU z e +оо, z- a. «i20. 

Se deschide ramura A-B gi se 
|23 calculează curenți ^ (K deschis): 


14 = Y, = (6+ ША; 


Zi + Za 

и MCN 
2,%2, Za + Ze 
Rezultă t e.m. echivalentă я impedanta echivalentă la bornele А-В: 

Олю =U- 221= U- 52, - 1424 + 13626 = 150v 

222 2,2, 2326 

7 = „124 229 = (7,1 + 13,8). 

Ruso ер ыш. 
Se închide ramura A-B gi se calculează curentul 1 (K închis) : 


15= 


-Umo = 2(3— 4), = 
Iz ao 2(3- 4); 1 = 10A. 

8) Metoda generatorului de curent echivalent. Un circuit ramificat este echivalent cu 
un generator de curent, care debitează curentul electric de conducție іп una din laturile 
circuitului, considerată receptor. Folosind această metodă, circuitul ramificat complex se 
înlocuieşte cu generatorul de curent echivalent din care se extrage latura la care se 
determină tensiunea. În circuitul echivalent din fig.5.47 se poate scrie Uaa = Z I, iar cu 


(5,125) rezultă succesiv: Ов = za = z 2А#°— = Eao, (5.126) 
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Cu sdniuntde Y = 5 şi Yapo € obţine tensiunea (teorema lui Norton) : 
& SABO i 
Uno _ _ Улво UABO Le 
= ——=АВО = 2АВОАВО = Е 5.127 
Up Y*Yuo Y+ Yao PEN 
Yano 


Aplicație. Să se afle valoarea curentului I, 
din circuitul reprezentat іп fig,5.49 cu relaţia 
U a (5.127), in care : U, = О, = 32У, Ц = (45 -135)У, 

à D Q Voz, =. МО, 2, = 50, Z =(5 + 4), Ze (4 - JAN, Z 
=120. 
\\ | Se deschide latura A-B a circuitului şi se 

22 ;obfine impedanța generatorului echivalent 


Fig 5.49 
КЕТЕ жаы се 
Z Apo 2, 


Se scurcircuitează паредайца Za(Z, = 0) gi se obține curentul de scurtcircuit : 
U U Zi. ki 
аа зра) 
“7 24 2275 23 + 2, 
à Z; +Z, . 
Rezultă tensiunea Ил» gi curentul L : 
I U 
Шла=т = - jy = АВ -5 
—^В Y, +Улво отаи Za od 
9) Metoda tensiunii între două noduri, În cazul unui circuit cu două noduri gi L laturi, 
rezultă, similar cu (3.35) gi (3.36): 
la = Ү.(0, - Uo): nz1l2,.,L 


y, = А085, Asa (5428) 


Aplicaţie 1. Să se verifice valoarea curenților din circuitul reprezentat în fig.5.41-a 
prin metoda tensiunii între noduri. 
“Tensiunea între noduri (5.128) este : 
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Urt 
U, = [3 T =(20+ 140)У. 
+—+— 
Z n î ; 
Curenţii se calculează cu relațiile: 


0: 


һе ое te == DA, |,» - ы = (6+ ЮА. 


Ultima fractie ве scrie cu minus în faţă deorece in fig. 5.41.a, 1, are sens schimbat faţă 


de sensurile 1, și b. 


Aplicația 2. Să se айе curenţii din laturile 

15 circuitului reprezentat în fig.5.51 în саге U, = 
U, = 100V, Uz = (46 - j28)V, U, = (47 + 

рум, Ш = (50 -j25)V, Zi = (10 - 2002, 22 = 

(6 - 8), Z = (3 +300, 24 = G - ј0)0, 25 = 

2550. 

Tensiunea intre noduri (5.128) este 


Curenţii se calculează cu relațiile 


U ; 
=0 =2- j2; h= 42A h= 


L-A as 
Dos 


= NE Ü.- 
p 0289 1+ pae Ss Lun? 


421 


U,-U | “oU 
52342 A; 1, == = 4- j3; Le 5А; = =? =-10; L= 10А. 
Za 2 


5.2.4 Circuite cuplate magnetic 


Se consideră două bobine cuplate magnetic (fig.5. 52), coeficientul de cuplaj fiind К: 


0<К= <1. Tensiunile u; şi ш care alimentează circuitele sunt 


Т 


, 9 
-—— ч; = Rola + (5.129) 
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unde, fluxurile totale din bobine au 


i R, г 
expresiile cunoscute: 
"um : $, > Lii; + Mi; 
ч ИТ ( $4 = Laiz + Mi (5.130) 
Introducánd (5.130) їп (5.129) 
di di 
ig.5.51 obti =й 4M 
Fig. | se fine u, = Ril + L4 ES * di 
di di 
=, +12 4 M—b 5.131 
ш = Raja £L + М-н (5.131) 


sau in complex 
U, = К, + је Ц + joMI;; О, = R;I; + joL;1; + joM], (5.132) 
unde joM = 2, se numeşte impedanta complexă de cuplaj magnetic.Fazorii tensiune U 

$i curent | au diagrama (fig.5.52) in concordanţă cu relațiile (5.132). 
Inductivitatea mutuală M 

poate fi pozitivă sau negativă. 
й În circuit, bomele de intrare 

ale bobinelor sunt notate prin 
stelufá sau alte semne, ceea се 
permite să se constate cu uşurinţă 
semnul inductivitági mutuale, în 
funcție de sensurile curenților 
(deci ale fluxurilor), 


Fig. 5.52 pentru circuite serie (fig.5.53.a) 
sau paralel (fig.5.53.b). Pentru rezolvarea circuitelor cu cuplaj magnetic se poate folosi 
metoda teoremelor lui Kirchhoff sau metoda curenților de contur. 


м>0 M>0 М<0 
NET A р i h iz 
tL >e E a 
М«0 U3 ь 5 La 
i | 
s L * p» \ 1 


Fig.5.53 
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Puterea complexă primită de elementele de circuit R,L,M,C, pasive ale circuitului cu 
cuplaj magnetic este 5 = JUL = P+ ЈО, ‚ (5.133) 
unde P este puterea activă disipată de rezistoarele К, iar Q-puterea reactivă primită de 


elementele reactive L,M,C. | 
Aplicaţie. Să se calculeze curenții It, D, I; 


şi tensiunile U, U, pe bobinele unui 
autotransformator (fig.5.55) în care : 
U, = U = 100V (tensiunea de alimentare), oL,7 = 
200, oL; = 300, oM = 150), r= 30 (rezistenţa 
bobinei1),r;74(X(rezistenfa bobinei 2), г; = 500 
(rezistența de sarcină). 
Fig, 5.54 Se foloseşte fie metoda teoremelor lui 
Kirchhoff h - b - b = 0; I(rr+joL,)+joMl +1,(т; + јо) joMI, = U; 
1, + oL;) + М, 2r], =0, fie metoda curenților de contur : 
ley(n + joL, + г, + joLa + 2j0M)- Ica(r + joM) - U; 

c. + јә, + joM) + Ic;(r, +в + joL;) - 0. 

Rezultă : 1, = Ic; = 0,72 - 1,3; | = 1,48A; 1, = Icz7 1,08 -j0,1; 1, = 1,09А; hler- 
loi = -0,36 - j1,2; h = 1,254. Tensiunile sunt: U, = 7,1, + joL;1; + |өМІ, = 46+ jS 

U; = 46V; U, = r4 I; + joL; l; + joMI, = 54 - } 0, = 54,5V. 

Bilanţul puterilor : $ = U I*; =100(0,72 + j1,3) = 72 + Ј130; P = 72W; Q-13VAr, 


S- JP? + Q? =148VA. 


5.2.5 Transferul maxim de putere in circuite monofazate 


Se considerá un generator de tensiune cu t.e.m. U, i impedanţă Z, = К, + jX,, care 
debitează curentul | in ітредалда de sarcină Z = К + jX. Impedanta conductoarelor de 
alimentare se neglijează, sau se consideră incluse in impedanta interioară a sursei 2. Se уа, 
calcula valoarea impedan(ei de sarcină Z pentru care puterea activă transferată receptorului 
este maximă. Puterea activă a receptorului este 
u? 

а (5.134) 


(к+к,) +(х+ x 


P=RI1=R 


| 
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al cărui maxim se obține prin anularea derivatelor parțiale 


ар ар 
— 20şi — = 0, 5.135 
dU dx | ( ) 
Se obţin condiţiile R = R, X =-X (5.136) 
(5.137) 


echivalente cu expresia: Z= 2” 
numită și condiția de adaptarea sarcinii Іа generator pentru a obține transferul maxim de 
putere activă. : 

Cu condiția (5.137) rezultă : 

- curentul din receptor : 


U U . №, 
ls; ai (5.128) 
2+7, 2 
tensiunea la bornele receptorulüi 
U к Em $ 1 » е 
U= ZI= ZEU К+ ІХ. 5 : (5.139) 
ГАУ Ааа Т x А 
- puterea maximă transmisă la receptor : 
URS 
= * =; (5.140) 


[+ (коў 
= radamentul electric al rețelei: * Sx 
(5.145) 


Condiţia (5.137) se foloseşte în telecomunicații, unde se unnăreşte un transfer maxim 
de putere de Іа generator Іа receptor. În electroenergetică insă se urmărește un randament 
electric maxim, adică U să tindă spre U, și P să tindă spre infinit (К. +0) Generatorul de 


putere infinită este în acest caz capabil єй mențină tensiunea U constantă 


5.2.6 Кетопапд іп circuitele electrice 


Rezonanga electrică apare in circuitele cu emelente reactive (inducuve și 
“capacitati ve), când defezajul ф dintre tensiunea aplicată şi curentul absorbit este nul 
p= шов Ж 0 (5.142) 


! 
i 
i 
| 
D 


| 
| 
| 
| 
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unde X, = 0 este reactanta echivalentă a circuitului serie sau ramificat, rar R, - rezistența sa 

echivalentă, Rezonanta electticá ве poate obține fie prin variația parametrilor R,L.M.C. fie 

prin variația pulsației о. Pulsaţia [а care se produce rezonanța se numește pulsafic de 
rezonanţă. 

5-7 1) Rezonanga în circuite serie. Într-un circuit serie 

| R А cu rezistența R, inductivitatea L şi capacitatea C 

© ГДЕ CAE "Oe (fig. 5.55), condiția de rezonanță este 


Х,=®.-—=0 (5.143) 
6) 
Fig, 5.55 | Rezultă : 


- ршвафа de rezonanță: 


1 


Op Ey. p i ты «жг " 5.144) 
* LE Po eh 
- curentul din circuit (maxim) + 
: x dese ыу ше ru 
0 E [2—z—————-— < #7 (5.148 
Шау: oes ТІЗЕДЕ аи 


Figs. 56 27 căderi de tensiune pe elementele де circuit fg 5.56. 


Uy - RI- U; U, -GLI- аш vle 


= 5.146 
Ж oC оС: = ке S ) 
.. = tensiunea pe elementele.de circuit L,C: 1 
p 
U =й iy E Le =0 5,147 
x Vb са gio a.c) 3 (5.147) 
- ипредаща caracteristică: - ; 
UL c 1 1. 
Тос----ң-5901-----/- 5.14 
smi] 1 62 буе YG ` Өл 
- factorul de supratensiune (numit gi factor de amortizare) 
ие: T 
"uU Ue Wb 171% A NEN 
Фе [c 


Deci, cu cát rezistența R a circuitului este mai mică, cu atat tensiunile U, şi Uc sunt 
mai i. Din acest motiv, rezonanța în circuitele serie se mai numește şi rezonanta 
tensiunilor, 


Dacă intr-un circuit serie, cu рагалкілі R,L,C constanti se vanază pulsația о, de la 
лето la op (pulvaţia de rezonanţă) ңі de la ше la infinit, atunci. mănmile 
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1 
= 
U 
Iz =; ф= агр T 
"(3 
U, -al1- ад) Е 
zan 
ОРО. U 
Фала 1 2” 
к-(а- 2) 
(5.150) 
ї. ЛЛ. Us LE 
жі. cd = z] 5.151 
ЧК о вис (45) 


Pentru diferite valori ale factorului 
de calitate, curbele de rezonanță ale 
curentului din circuit, in бшсе de 
pulsație au alura din fig.5.58. іп cir- 
cuitele oscilante obişnuite, de exemplu 
în radiotehnică, factorul- de calitate poate 
1 avea valori de ordinul sutelor. іп 
Ina instalaţiile industriale creşterile nepre- 
„văzute de tensiune pentru K» «42, 

dd pot determina unele accidente Я 
deteriorări ale aparatelor de măsură şi 
2 Я control conectate pe porțiunile de circuit 
| ы cu tensiuni mărite, 
Fi 5.58 2) Rezonante în circuite ramificate. Într-un 
circuit paralel cu rezistenţa R, inductivitatea L şi capacitatea C (fig.5.60.a), condiția de 
rezonanţă este (5.142): 


Be 


Xe 
= Brctg — = arctg =0 5.152 
ы R, G ( ) 
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1 === 
| E | 


| 5,559 

În care : в,-1 şi в,----ас sunt conductanța, susceptanța echivalente, ale 
circuitului din fig.5.59.8, de unde rezultă puleafía de rezonanță (condiția de rezonanță): 

1 
21C=1, вот ‚(5.153 
© 1; Фо иа ( ) 

adică aceeaşi condiție ca şi în cazul circuitelor serie. 

Cu condiţia (5.153) rezultă curenţii din elementele de circuit şi curentul minim 
absorbit de la sursă (fig. 5.59.b): 


U U U р С 
În "wl = UaC, l= Ip я = =u fE =з, шде 


„Б 
т 
оС 


(5.154) 


Dacă elementele de circuit R,L,C 
sunt constante gi se variază ршзаба 
©, atunci mărimile: 


1 1 3 
1= 0 (ос) Н 


к 
Ф- arcgR( 1. - ac) 
oL i 
U 
le =UaC; l =, (5.155) 
oL 


reprezentato grafic їп (fig.5.60) se 
numesc curbe de rezonanță. În 
punctul P, curentul abeorbit de la sursă 
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1 
dle 
U 
1= =} ф= arctg 2%; 
"Gd 

U сай aLU zi 

а-а) 
1." U 
Насаа T 
 «(aL- Г) 


(5.150) 


do. [e (5.151) 
U к RIC 
Pentru diferite valori ale factorului 


de calitate, curbele de rezonanță ale 
curentului din circuit, în funcție de 
: pulssfe au alura din fig.5.58. Încir- 
Fig 5.57 ў cuitele oscilante obignuite, de exemplu 
în radiotehnică, factorul. de calitate poate 
1 avea valori de ordinul sutelor. În 
Ton. instalațiile industriale creşterile nepre- 
С” . văzute de tensiune pentru K» 42, 
sini pot determina шее accidente бі 
deteriorări ale aparatelor de măsură gi 
e ы control conectate pe porțiunile de circuit 
HE cu tensiuni mărite. 
Fig 5.58 ` 2) Rezonante in circuite ramificate. Într-un 
circuit paralel cu rezistența R, inductivitatea L şi capacitatea C (fig.5.60.a), condiția de 
rezonanţă este (5.142). 


X, B, 
= 2e = —€ =0 ў 
Ф E. шысы | (5.152) 
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Fig.5.59 
in care : G, -1 я B, --ас sunt conductanfa, suscepfanfa echivalente, ale 
circuitului din fig.5. „ешршш зы табақтан ti (condi стын) 

e?LC-L во Е (5.153) 


adică aceeași condiție ca qi în cazul circuitelor serie. 
Cu condiția (5.153) rezultă curenții din elementele de circuit gi curentul minim 
absorbit de la sursă (fig 5.59.b): 
U 


T ‘lo =-= 0G 1= kst: 21, = UE =, шде 


{г< ees 
RO RL: 


(5.154) 


Dacă elementele de circuit R,L,C 
sunt constante gi se variază pulsația 
€, atunci mărimile: 


МЕ 
= —- С % 
Ф arta [o] 


le 5 UaC; I, 5, (5.155) 


reprezentate grafio in (fig.$.60) se 
| Е numesc curbe de_ rezonanță. În 
| М 0 _ ~ punctul P, curentul absorbit de la sursă 
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Fig. 5.66 


5.3.3 Circuitele trifazate cu receptoare echilibrate, alimentate la tensiuni simetrice 


Receptoarele trifazate pot fi legate în stea (fig.5.67) sau în triunghi (fig.5.68). 
La receptorul echilibrat legat in stea, dacă se cunosc impedantele (fig.5.67), 
defazajele şi tensiunile de fază : | 
7,-7,-2)<2,%,-%9:593:% 
gE (5.172) 
U =Uio=Ur; У, =Ую=а Ор U5 = Uso = 8Ur, 
rezultă curenții de fază, egali cu curenții de linie : г 


hz Su zIje)- Um. ае” 
ü. E | (5.173) 
пееше" р 


Din бр,5.67 se constată că tensiunile de linie, numite gi tensiuni compuse au valorile 
efective : 
U, = 30, (6.174) 
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Rețelele trifazate industriale au tensiunile de fază de 127V sau 220V și tensiunile de 
380 _ 220 _ 
де 220V sau 380V, deci: rezul ximati 
Em рош "О 1S 


“La receptorul echilibrat legat în triunghi, dacă se cunosc impedantele, defazajele și 


tensiunile de fază: 
Z.-2Z4-224729579 =Ф =ф 
bn = 223 = 2и т 1270237931 7 (5.175) 
U, = 0 =U, = Ч; Ч, =Из=а "Ui; Us = Usi =aU, 
rezultă curenții de fază : 
la = SE = Не X In = Sa = sr =e He”, 
= Ке (5.176) 
inal = alge, 
Z 
gi curenții de linie (fig.5.68): In Lf b. Curenfii de linie ап valorile efective cu 43 ori mai 
mari decát cele de fazá " x 
1, = 43H. (5.177) 


Ín circuitele trifazate simetrice cu receptoare echilibrate legate în stea, puterea 
complexă este, succesiv : ^ 
$- Uil кы Uli Vatt" a?” + ва") = УЗШП; 


| Fig.5.68 
6-30 67 = УЗО е” = P « jQ (5.178) 
unde : Р= 3/3011, соф; О = 30,1, sing;S = УЗО, = = үр? + 92. (5.179) 
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Aceleaşi rezultate se obțin gi in cazul receptorului legat în triunghi: 
S= UpIn + 015 + Uy = ЗИ ей = P+ jQ. (5.180) 


5.3.4 Circuitele trifazate cu toare dezechilibrate alimentate la tensiuni simetrice. 
Aplicaţii. 


| Я i Receptoarele trifazate dezechilibrate au 
1 A & | Uio impedantele pe faze inegale, iar determinarea 


Ую curenților absorbiți de 18 surse se poate aborda 
2 practic, cu опсе metodá de rezolvare а 
circuitelor. În funcție de configurația circuitului 
3 с—л trifazat, se poate utiliza, de exemplu, metoda 
tensiunii între noduri, pentru receptoare legate 
în stea (fig.5.69), sau metoda transfigurárii, 
. 0 pentru receptoarele legate în triunghi.(fig.5.70). 
Fig 5.69 : 
În fig, 5.69 curenții de linie (egali cu cei de fază) au valorile: 
h = = ho o = Yi(Uio - Uo); = Y2(Uzo - Uo): В = Ya(Uso - Uo): 
19= Z9 Yoo (5.181) 


£0 
‘unde Y reprezintă admitanfele ramurilor circuitului, 
iar Uo - tensiunea între nodurile circuitului, numită şi 
tensiunea de deplasare а nulului. 
Se constată că : + 1; + b = 15 deci, din (5.181) 
rezultă : 
Үү) + Ya(Uxo - Uo) + о) = YoUo- 
U4o Y, + Чо) + Uso Y 
„U, = MioYi + 02012 + 93033. (5 182 
sau : Ug Yi * Ya +Y; * Yo (5.182) 
cu ajutorul căreia ве calculează tensiunile pe fazele 
-J receptorului 
Up-Up-liUp-Up-U;Up-Up-lb (5.183) 
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apoi curenții din (5.181). Valoarea tensiunii Uo 
1 depinde de valoarea impedanfei conductorului de 
nul 2 şi anume: pentru 2 = 0, rezultă Yo = co ji 
Us= 0, pentru Zo + 0, rezultă Yo + 0 pi Uo # 0 
(fig. 5.71) 
Dacă circuitul nu are conductor de nul, rezultă 
Zo." © gi Yo + 0, pentru Up = 0, caz la care se 
poete ajunge gi prin transfigurarea circuitului din 
fig.5.10 în scopul determinării curenților de linie 
l, L, Ь (după care, cu ajutorul teoremelor lui 
2 Kirchhoff se calculează curenţii de fază liz, 1, 


212 


ho lj) Puterea lexă in circuite trifazate 
Уз Uso Ыз Уз nai Amira жайы 
2.5.71 $= Чо + Оо + Uxol5 = P + jQ.(5.184) 


Aplicația 1. Se admite o întrerupere а 
conductorului 1 (fig.5.72), în care receptorul 
trifazat are aceleaşi impedanțe pe faze, iar 
sistemul de tensiuni este simetric. În acest caz, 

Vhorezultă Z, = ©, 2) = Z3 = 2, deci: 


0 у бои А-А” 
ES! 7, 27.3 2 A 
Tensiunea de deplasare а nului (5.182) 
C тан” i 
: зо este (fig.5.73) : us" YUm 0). Шю 
2Ү 2 
Fig 5.72 (5.185) 
Tensiunile pe fazele receptorului gunt (fig.5.73) : 
Uio 26, 920 = О „ло „Шз. -u ¿Ho = М2 
Чуо =% U20 = Озо + 75^ 775 39307 30 +55 2 
ЗО 


Tensiunea Оо dintre conductor gi punctul 0 este Uio = Ию - Uo => 

Aplicația 2.Se admite un scurtcircuit al fazei 1 
(Za = 0) în circuitul din fig.5.74, in care Z,725-2, 
iar sistemul de tensiuni este simetric. 

l og 

P 

Tensiunile de deplasare a nulului ($.187) este : 


Rezultă: Y 57-9. Ү,=Үз= 
1 


Y 
a 5.186 
= ( 50) 


h ЖА», Ж 
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Tensiunile pe fazele receptorului sunt (fig.5.75): Оо = 

Up =Up - Up Un: 

Чу = Чу ~ Шо = Чу 

Se constată cá іл cazul intreruperii unei 
faze (aplicaţia 1) tensiunea pe celelalte faze 
scade, iar în cazul apariției unui scurtcircuit 
O (aplicaţia 2) tensiunile pe celelalte faze cresc de 

43 оп. În ambele cazuri se produc 

-] derenjamente sau deteriorări ale instalaţiei 
electrice. 

Aplicația 3. Se consideră indicatorul de 
succesiune a fazelor unei rețele trifazate, 
constituind din rezistenfele R şi reactanța X =R. 
Sá se determine raportul tensiunilor efective U'io/ 
U^» (бр.5.76.а). Se admite că reactanța X este 
capacitivă, deci admitanțele fazelor sunt : 


1 -1_.1 
У, =У. =; У. ===] 
1-52 {з= jx i 
кош de de-plasare. a nulului (5. ^» este 
0 = ea 28 onc 
A3). 
(1.33), з 
Бо-О0;------ 5.187 
So = Vs 2+] C ) 


-1):(-0,41- |0,47) 


Rezultă : Чуу = Шо - Uo = Ur(141 + j0,47); 
Us =U» -U= Usa? +0,41+ 047) =0,(-0,09 - }0,04), 


care au modulele; 
Ujo =1490{; Озо = (AUF (fig.5.76.b). 
Raportul for este : 
Uto. 50222448 (5.188) 


9% 


4.5.76 


adică, pentru o succesiune normală a fazelor, lampa electrică de pe faza întâi este mai 
luminoasă decât lampa electrică de pe faza a doua. 
Aplicația 4. Să se stabilească 


єз Uioetapele de calcul pentu а afia 
: curenții фп circuitul trifazat 
Vs zi 12 dezechilibrat reprezentat їп fig.5.77, 


ң 
— Ü'in care se cunosc tensiunile 
Е а) ios d iee men 
қ impedanfele conductoarelor Яе 
alimentare Z. şi  impedanfele 
receptoarelor Z şi 2". 

Stelele din 0' gi 0" au impedanfele 
inegale pe faze, deci potenfialele 
punctelor 0' gi 0" sunt diferite gi 
impedanţele Z' şi Z" nu pot fi com- 
puse in paralel. 

Pentru a айа curenții din circuit se ане ambele 
2123 


stele їп triunghiuri Z = Zi + 2% + etc., 
23 
" " „ ZZ 
212 =) +2. + E 2 etc, care 1а rándul lor ве compun 
53 


Fig 5.78 în unul singur (fig.5.78) 2); = ші. 


Aceast triunghi se transfigurează în stea (fig.5.79) 2 = 


Бе ia ca fazor de referință tensiunea de fază: 
Ugo = 0 - ні deci Изо = a? Ug; Uso 7 8Ur. 
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Tensiunea de deplasare a nulului din circuitul echivalent 
Yi* а2Ү, + aY3 


(бь5Л9)ейеєс Џо = О Y, +Y 


1 1 1 
————; Y, = „Ya = " 
Lm Еа Тағы 


Rezultă curenții de linie debitafi de generator : 


unde: Yi = 


Хю Уо _Uzo - Чо. у = Оз - Uo 
а 22%2, ” Zata 


x 
р 
Іп funcție de tensiunile de linie-ale generatorului ТЕТЕ 4) 
УЫ 1 şi 1% 2aUy se deduc tensiunile U' din fig.5.78 : 
Ui2 +2215 - Uiz7Zeili =0 de unde : Ш';=Ш; + 2,215 - Ро și analog: 
U'23 = Uz3 + 2,313 - 2212, Usi 7 Usi + 2 - Ze3l3: 
Se revine la circuitul iniţial reprezentat in fig.5.77 şi din sistemele de ecuații date de 
teoremele lui Kirchhoff 
h+ 1 + Is =0 
Zi -Z = Um (5.189) 


Zh - 2313 = Ооз 


1+1 +13=0 

Zi -Z= Ui (5.190) 
Za ln - 2313 = U23 

rezultă curenții din fazele receptoarelor. 


5.3.5 Circuite trifazate alimentate la tensiuni nesimetrice 


. Rezolvarea acestor circuite necesită, mai întâi, scrierea în complex a tensiunilor 
nesimetrice de linie, iar apoi, dacă receptorul este legat în triunghi, curenţii se obțin direct, 
din legea lui Ohm. 

Dacă receptorul este legat. în stea, curenții se obțin, fie direct, din teoremele lui 
Kirchhoff (5.189), fie calculând mai întâi tensiunile pe fazele stelei şi apoi curenții, cu legea 
lui Ohm. 

Tensiunile pe fazele stelei (fig. 5.80.8) se calculează cu relaţiile : 
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E€ Yi + Ya + Уз 
Uo3Y3 - Оу 
рр = 222323 221221. 5.191) 
У 20 Yi*Yi*Ys ( 
Q"UanXi-UnYa 
-® у, +У, «Үҙ 
care ве demonstrează astfel : 


Fig 5.30 )) 
Se scriu curenții din fazele circuitului 


И г . 8 Шу: о А 
т "ХО? A =Ү;Ыж= ү (Ше - шз): b «DE о0о та) а 
жос mumă ewe mik бей YU + Ya (о - Uia) Ya(Ulo + Uni) - 0n : 


Us2 Ya - Us1Y3 jar prin permutări circulare ale indicilor se obțin şi U'2o Я С. 

У, + Xa + Уз 
Aplicaţie, În circuitul din fig.5.80.a, se cunosc tensiunile Ui; = Оз = 100V, 
U,789,44V şi impedanfele Z, = 100, 22 = 450, Za = 6(9+]2)0. Se cer curenţii şi puterile 
P,Q,8 din circuit. д^ 
Soluţia 1. 
Se alege ca fază de referință tensiunea Uz = Uy; = 100V. Din fig.5.80.b, rezultă: 


Гоғ 


2 t2 U2 
= 012 + 923 - 031. 06; sina = 0,8 și deci, tensiunile complexe : 
2012023 
Шз<19Қ-06- 08). әз =(-60- #0)У. 
| Tensiunile pe fazele receptorului (5.191) au valorile : 
| „oa BX- Ыз1їз.„ Hav i Up ДАҒЫН, (80 ийуу: 
si Y) +У2 + Уз айы, 11%У2%У3 сыл 
o. Mario Баз Ул „(зо + 120)у Unde: alioa eu ба 
шеті ті» eem «E hi ng uc 


сова, 


1 1 
La н $8 3) 
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Se obțin curenţii din fazele receptorului: ]i2 319 - 7+; qj =806А; 


U т 
ER % I2 210A; bee 13 = 224A. 
2 


Cs verificare : 1+1 +6 =0. 
Se calculează puterile receptorului P= К + 3 = 10- 8,062 + 54.2242 -920У7; 
о-х аху =-5-10? + 12-2,242 = A40V Ar; S = Jp? +Q? -1020УА. 


Soluţia 2.Se transfigurează steaua (fig.5.80) în 
triunghi (fig.5.81): 


Z 222 
21 222,425, Z522; 244725. 
23 


2-21 +23 +218 2123 
22 


Cu tensiunile complexe din soluția 1 se calculează 


йы аға аа OR. I a aa 
curenții din fazele tringhiului [12 ==; 153 = р 
Zu Z3 
CPU 
Fig 5.81 I = —Àl, apoi se deduc curenții de linie Ij = 113 — 131; 
Е 31 Zi 


І =13-15; 14213 —123. Puterea complexă ве poate calcula ‘си relația: 
* LI s " 
S= 01112 + 923153 + Uil 2 P * jQ 

Solufia 3. 

Cu tensiunile complexe din soluția 1, se formează sistemul de ecuații date de 
teoremele іші Kirchhoff I +1, *1420, Z l- 215 = = Ui; 2,15 - 2313 = = Уз din 
care rezultă curenții de linie. 

Soluţia 4. 

Cu tensiunile complexe din, soluția 1 se calculează curenții de contur 1с şi lc; 
(425.80); Icu(Zi +Z2)+ 122a = Una: 10122 + lea (Za + Z3)= Uo. 

Se obțin soluţiile: Ic; = 7+j4; c; = 1+j2. Rezultă curenţii: 


h =ley 12 lei ca: 13 = la: 


5.3.6 Metoda componentelor simetrice 


Sistemele trifazate neaimetrice de tensiuni sau curenți se pot descompune în trei 
sisteme trifazate simetrice, numite: sistem direct (de succesiune directă), sistem invers (de 
succesiune inversă) gi sistem homopolar (trei mărimi sinusoidale, în fază gi cu amplitudini 
egale) yi reprezentate în fig.5.82.a. Іп fig.5.82.b se prezintă un montaj pentru măsurarea 


ó 
2 
n 
8 


- 153 - 


tensiunilor homopolare (№), directă (Уз) și inversă (У), precum Я curentul homopolar 


(А). : 
Dacă cele trei sisteme simetrice sunt cunoscute (fig.5.82), atunci se poate determina 


sistemul nesimetric : 


U = Up + Ча + Ui; Ч, = Ор +а204 * aU;; U3 etj. + aUa + a? U; (5.192) 
3 4 A 


RO 


Y 


b. 
Fig 5.82 

Relaţii similare se pot scrie gi pentru curenți gi impedante 
= +106 +1; ВЕ +а214 al; 15 = Ip +814 та; (5.193) 
Zi = Zp + Za + Zi: Za = Zn +8274 +а7{; Z3 = Zp +824 +822; (5.194) 

Dacă se cunosc componentele sistemului nesimetric, rezultă componentele simetrice, 
rezolvând sistemul (5.192) în raport cu Uy, Ua О: 

2 1 1 

Ор = qu + Up + Us); Us = 20 жа; жал); Ч =u +U +0) (5.195) 

Relaţii similare se pot “ү pentru curenţii ei i dă 

In = +1 +В) Иа -3 + al; +a); в = 20% жа, жар), 


1-2 es Dota (Sana ret) oo 


Dacă raportul Ui (raportul de disimetrie) și т (raport de asimetrie) sunt, simultan, mai 
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mici de 5%, sistemului se consideră, practic, simetric, în caz contrar, sistemul este 


nesimetric: | | es 
Puterea aparentá complexá într-un sistem nesimetnc 

$2 Uil + 0215 + Ub =P +Q 
poete fi scrisă în funcție de componentele simetrice 
componentele simetrice ale curenților conjugati (cu а*= 


(5.197) 
ale tensiunilor de fază (5.192) şi de 
a^; а2*=а, а?=1; айға; 1+а?+а=0): 
pophopp cala +аШ el наар 20 6198. 
introducând componentele (5.192) gi (5. 198) în expresia puteni (5.197), se obține: 


Ѕ= зур, 20418 +308 =Р+Ю o: (5.199) 
Puterea activă P gi reactivă Q sunt : 

P = 3UpIh с05Фн + 30414 совФа + 30, cosq;; (5.200) 

О= 3Uplp вл фу + 30414 sing + 3U,l; sine; (5.201) 


unde Фь „Фа şi Ф: sunt dezavantajele impedanțelor de calcul ('hamopolară directă” gi 
“inversă'), în funcție de impedantele inegale ale receptorului (5.196). | 
Se admite circuitul din fig.5.83.a, la care se scriu teoremele lui Kirchhoff : 
+ la + la = o = 34;U, = 217+ 2,315 
Uz = 2,1, + 2031; Us = Zola + 2031 
În ultimele trei ecuații se introduc (5.192), (5.193) # (5.194). Rezultă : 
Us = (3Zo + Za) + Zila + Zali 
U, = Zal + Zala + Zili Ui = Zi + Zala + Zl; 
Dacă Z, = Zo = 23 = Z, relaţiile (5.196) devin : Z, = Z, Za = Z, = 0, iar din (5.202) 
Un Оа. . Ui 
rezultă : = теа. 5.203 
AZAZ 2 ie 
Pentru rezolvarea circuitelor electrice dezechilibrate, cu receptoare legate în stea, 
alimentate 1а tensiuni nesimetrice, folosind metoda componentelor simetrice, se parcurg 
următoarele etape: se determină componentele simetrice ale sistemului de tensiuni cu relația 
(5.195) gi ale impedantelor de calcul (5.196), se deduc valorile componentelor simetrice ale 
curenților din sistemul (5.202), se calculează curenții reali din fazele receptorului folosind 
(5.193), apoi se calculează puterile cu relaţiile (5.197) şi (5.199), una din acestea 
reprezentând relaţia de verificare. 


(5.202) 


Aplicația 1. Să se 
rezolve rezolve circuitul 
din fig.5 83.a, la care se 
cunosc tensiunile de linie 
U = 128V, Un= 
=206,2V, tensiunile de 
fază U, = 260 V,U: 
=179 V, Ц, = 123 V, 
Fig. 5.83 impedanțele receptorului, . 


h _Z 
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2; ie joo, h- = (50 - |40)0, 2; = (6 — j20)2 și impedanta conductorului de nul, 
Ze = 


Pentru a rezolva circuitul ве deduc mai întâi expresiile complexe ale tensiunii de fază, 
luându-se са fazor de referință tensiunea U, (825830). Кетші 
+ -Uh 20895, сөф- U2+U2-U2, 
20,0, 20,0, 
sin В = 0,845 ji deci, tensiunile complexe de fază : 
= U, = 260V ,U, = 179(0,895 - j0,447) = (160- j80)V; 
U, =123(0,537 + j0,845) = (66 + j104) У; 
Soluţia 1. (metoda componentelor simetrice): 
- Se află componentele simetrice ale tensiunilor de fază : 


Us = 501+ Uz + U3)= 162+ jV; Us = (U, +a, +210.) =001+ раду; 


= 0,537, sina =0,447, 


Ц; = ш + a^U; *aU,)- (-41-ІЗУ: 
Sau. lite ae ; 


2ь= а + Za + Za) = (28,67 - j6, 660; 2, Z^ ар: + +а )- (643+ |360; 


02) 
| E EA +а22, «aZ, = C51 10690. 
| - Se айё componentele simetrice ale curenților din sistemul (5.202) $i rezolvând 
e | sistemul ве obțin valorile componentelor ‘simetrice ale curenților: Ij = 0,334; 
| 
f | 1 = (2,49 - ј0,27)А; I; = (018 ~ j3,73)A; 
= - Se calculează curenții reali : 
и l =l, +4 +l =3+ j4 1 = 5А 
М la = n +8 а tal, 21; = 2А 
e В = lu 8l, +a?l, =-4+ }4;1, = 442A 
"T Jo 23h = 1+1, +l 219 71A А 
m - Se calculează puterile 5- XUI «UI +UI) -1420-ji&80p = 14209; 
u^ Q-1880VAr, S = 2360VA. 
и Se verifică (5.200) gi (5.201): Р= XU, сє, + ОД, cos, + UL, азар) = АО, 
V, | 
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Q-XUJ, sno, + Ца sino, + Ul, sno) =-1880МА unde: Ф = ace =С1ЎЗ 2: 


ааа. = 7990; ф = пов бер = 11930. 
6,43 
Soluţia 2 (moda teoremelor lui Kirchhoff) : 
~ Se formează sistemul (6р.5.83.): 1, + la + 13 -lo =0, Zili - 2010 = Ui; 
Zal; + Zolo = 02; 2515 +2010 = Ыз, în care se introduc valorile cunoscute și din 


care se obțin aceleași rezultate ca gi la soluția 1. Apoi :: 
5= Uli + 0513 +0313 = 1420 - 1880. 

Aplicația 2. Receptorul din fig.5.83.a, are impedanţa pe fiecare fază Z = (30-340)0 я 
impedanta conductorului de nul Zo = 100. Sistemul de tensiuni este nesimetric:U;- =280V, 

= 227У, U; = 76,3У, Un = 475V, U3,7330V, Ыз = 212V. 

Să ве айе curenții I, Iz Is, Lo prin metoda componentelor simetrice . 

Se alege U, faza de referință și parcurgând aceleaşi etape de calcul ca în aplicaţia 1 
ве obțin tensiunile de fază complexe: = U = 280V; U2 =(-170-j150)V; Us =(70+j30)V 
cu componentele simetrice 0;-(60-|40)У; Ца = (144,66-|49,33)У; Ц, =(75,33+j89,33)V. 

Se calculează componentele simetrice ale curenților cu (5.203): 

4 20. Ui 
- =1A; la == =2,52+ 1,13: l; == = 2+ 12.27. 
h= 2-9; lA; 14 52+] 2 —0,52+]22 

Cu (5.193) se obţin curenţii: I, =3+j4A; lj. "5A; 1, —-j$A; h SAD =}; В =1А; lo 
=ЗЬ= 1+. +. =ЗА. 

Aplicația 3. Sá se rezolve prin metoda componentelor simetrice circuitul din 
fig.5.84.a, la саге se cunosc Ui, = 30-/41У, Uz = 210V, Uz, =30/34\, U, = 210V, 

-6045У, U, = 30413V , В = 500, X, = 400, X, = 300, Ro = 200 
Alegând ca fazor de referință tensiunea U, (fig. 5.84.b), rezultă : 
2212-12 
= 01+ 02-0-0447, совр = Uj *U$ -Uh 
20,0, қ 29,9; 
віпр-0,83, 

U, =U, =210V 
U; = О, (cosa — jsina)) = (60 - j120) V 
U; = Us(cosp - jsinfi) = (60+ j90) V 


"| 


= 0,553, sina = 0,894, 


- Бе determină componentele simetrice ale tensiunilor : 
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ыш 
3 
жа +aU, +a :U,)= (50 + 3543 + 5)У 


Ic 


(U, + Us +103) = (110 jt0)V 


с 
T 


— 


(u, +20, +аШ;)= (50 - 35/3 + jS) V 
= + 04+ 0, = еси Se determină impedanfele de calcul: 
+ Za + 2)-16»ҙа 


к. 


Д 


Ix 
4: 
|-— w 
— 
E 


2, жадыға 22.) = 500- 7^4 -)o 


а 


IN 

e 

H 
"X 


= (2+8 322, ға?,)-200%7.3-фа | 


unde: Z, = R = 500, Z, = 5409, Zs =jXe = 300. 
dac 4 2,-2,%24%2,-500. : d 
- Se rezolvă sistemul (5.202) 


Uy =(3Ro +24) 2144246; 


U = Za tA Zo 
Ц =2 +24 +2 | 


şi:se obțin componentele simetrice ale 
curenților: Ь = 1А, Ia = (1+3) А, 
1,-d-43)4. 


- бе ойейеалйй disini 
qe rap =3A 


h=], +а21, +81 =-ВА 
Б=+ај жа = ВА | 
lo 231, 21, + la +13 “ЗА. 
Se determină puterile S= XU, Is + Ual + Uil = 1260VA : deci Р = 1260W, 
Q= 0, 5 = 1260VA я 


5.4 CIRCUITE DE CURENT ALTERNATIV 
ÎN REGIM DEFORMANT 


Mărimile electrice alternative pot avea gi forme de variație nesinusoidale, cauzate, бе 
de peliniaritatea elementelor de circuit (transformatoare cu miezuri saturate, dizpozitive 
redresoare etc.), fie chiar pi generatoarele rotative, care nu produc tensiuni de 
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formă perfect sinusoidală (conductoarele sunt ataşate discontinuu în crestăturile indusului, 
inducția magnetică este repartizată” neuniform în interfer etc.). Regimul periodic de 
funcționare a circuitelor electrice cu tensiuni sau curenți nesinusoidali se numește regim 
deformant. Regimul deformant este cauza unor efecte dorite în electrocomunicații, dar 
nedorite în electroenergetică (apariţia unor cupluri parazite la maşinile electrice, creşterea 
pierderilor în reţelele electrice, scăderea factorului de putere cosp, apariția rezonantei de 
tensiune pe anumite armonici superioare-cu frecvențe superioare-gi străpungerea cablurilor, 
creşterea erorilor de indicare la aparatele electrice de măsura! etc.). 


5.4.1 Mărimile electrice nesinusoidale 


Ре baza teoremei superpozifiei tensiunea nesinusoidală poate fi descompusă într-o 
serie Fourier de forma: . 


N 
щ : U, + ХУ) sin(kot + y,) (5.204) 
Есі 


u, = VŽU, sin(kot + үү), (5.205) 
produce câte un curent sinusoidal 
i -XJ2sin(ket*y,-9,). : (5.206) 


iar үу este faza inițială a tensiunii pentru armonica de ordin К. iar фу este defazajul curentului 
pentru armonica de ordin k. Е 
Similar cu (5.204) se poate scrie curentul din circuit : 
@=ь+ Yi, (5.207) 
unde i, este calculat cu (5.206). | : 
Impedanfa circuitului pentru armonica de ordin К (circuite R-L-C, serie) este: 


2 
7, = |R? +(x L- 1] 
k aL (5.208) 
cu defazajul : 


(5.209) 
Valoarea efectivă a tensiunii nesinusoidale este prin definiție : 


T 
U- x [wit = Jui « x Ut (5.210) 
o 


şi în mod similar pentru curent: 


17, 
Іш (Цай БН (5211) 
9 
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unde Т= 2* cate perioada mărimilor u # i. 
o 


Puterea activă P a unui circuit alimentat la + tensiunea deformantă u și curentul la 


borne i (cu р=ш) ps | 
EL Уч, сон, (2.212) 
La aceleagi srt puterea gast О și puterea aparentă S sunt definite de expresiile 
Q= PU le sin, (2213) — 
kzl : : 
s: Ui - (Ub + X:Ut 13 + 14) (2.214) 


În regimul deformat mărimea 
D= |2 -p -Q А (5.215) 
se numeşte putere deformantá gi se măsoară in VAd (volt-amper-deformant) mărime 


introdusă de C. Budeanu (1886-1959). · 
| Dacă in (5.220) se instroduc expresiile (5.212) şi (5. 213) я (S. 214), se obține forma 


dezvoltată a ya deformante : 
2 


ў 59, 105-2001, софа a] (5216 
m=0n=0 
unde фи Я Pm sunt defazajele între Um și Іш, respectiv, între О, gi I. 
Factorul de putere în regim deformant este definit de relația 


K = 505% А (5.217) 


Caracterizarea formei márimile deformante ве face cu : 
- coeficientul de distorsiune 


1-12 
K,- Prime 8 
227 
| ( =1 5) 
си valoarea 0 € K4 < 0,05 în regim sinusiodal şi Ка>0,05 іп regim deformant; | 
„coeficientul stiau de vârf 


(5.218) 


К, = э * (5.219) 
cu valoarea K, = 4/2 іп regim sinusoidal gi K, < V2 în regim deformant; 
- coeficient (factorul) de formă 
| К, = за ы i 22 
f (me | (5.220) 
+= 


2 
unde: | щед = = fidt. iar to este аны іп care і trece prin zero cu valori 
% 
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crescătoare. În regim sinusoidal K= 1,11; iar în regim deformant, K«1,11. 
Rezonanța în regim deformant, pentru о armonică de ordin k, are loc dacă este 
îndeplinită condiția 


1 1 ; 
koL = H = ? (3.221) 
боб TTC 


$ 4.2 Rezolvarea circuitelor electrice monofazate, liniare, aflate іп regim deformant . 
Cunoscând tensiunile nesinusoidale descompuse in serii Fourier, cu ajutorul 

teoremelor lui Kirchhoff (sau a altor metode) se calculează cutentul de aceeaşi frecvenţă cu 
armonica de tensiune. Pe baza principiului superpoziției se calculează curenții din carcuit, ca 
sume ale componentelor armonice ale curenților respectivi : 

N 

ісі УУ sin(kot +үү – Px) (5.222) 
k=1 


unde 1; este nul dacă circuitul (latura) conține condensatoare. 

După calculul curenților ве efectuează bilanțul puterilor cu (5.212)... (5.215). 

Dacă tensiunile sunt cunoscute numai în forma grafică (la osciloscop, de exemplu), 
atunci aceste tensiuni se aproximează la forme particulare, apropiate de forma reală i se 
descompun în serii Fourier, cunoscute (fig.5.85) : . 

- De exemplu, pentru forma de variația trapez (fig.5.86.a) se poate scrie : 

ч 


у 
cot 


Fig.5.85 
4U <. sinka |. ; 
ГИЧ bed чыры id ke 1,3,5,7.... 
u(t) =) "E sinkot 


: 4U (sina А sin За іп5 
sau Daaa ыл sin3a . sin So ) 
u(t) MCI sinot + ў sin3ot + a sinsots... | (5.22 


„ Dacă in (5.223) se introduce a * 0 (cu mum = 1) se obține sena Fourier pentru 
а Ц 
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variația dreptunghi (fig.5.85.b): u = niet ;К= 1,3,5,7,.... sau, in forma 
dezvoltată : пе SU(snet * iae, + E + ) (5.224) 
x 


- Dacă in (5.223) se introduce а = 2 se obține seria Fourier pentru variația triunghi 


вовсе! (fig.5.85.c): че Зоран, ;k = 13,5,7,.... sau, în formă dezvoltată : 


N 


= баан EXE, кл к.) (5.225) 
ЖЕ 3 5 
- Pentu forma de variație triunghi dreptunghic (fig.5.85.d) seria Fourier este 


NISI 2 
"i >< C sin kot; К = 1,2,3,4,.... sau, forma dezvoltată 
т 


E 2U (sinet sin2ot  sin3ot ) ‚ 
UEM сынан тайы” PM 
= Pentru semisinusoidă (undă de redresare monoalternânță) (fig.5.85.e) seria Fourier 
este: u= 1, sinot EL К = 1,2,3,... | sau, forma dezvoltată: 
п 2 ж (оқ) i 
1 sinot 2сов204 2cos4ot 
u= dL = = -.) 
2 13-4 3-5 ind 
- Pentru dublă semisinusiodă (undă de redresare dublă alternant) (fig.5.85 f) seria 
2 4. cos2kot 
Fourier este u= О —— —£z —— — —; k-125,... î ă 
ouier Е z pi -1 23, | sau, їп forma dezvoltată 
1-2 _ 2605201 2cos4ot 2cosóot ) 
= =a 3 3.5 Ec m Tm (5.228) 


Având tensiunile nesinusoidale aplicate circuitului, descompuse in serii Fourier, cu 
ajutorul teoremelor lui Kirchhoff (sau a altor metode) se calculează curentul de aceeaşi 
frecvenţă cu armonica de tensiune, Pe baza principiului superpozitiei se calculează curenții 
din circuit, ca sume ale componentelor armonice ale curenților respectivi: 


i= 19 + E I sin(kot +Y, — фу), i (5.229) 
Unde 1, este nul dacă circuitul (latura) conține condensatoare. După calculul curenților se 
efectuează bilanțul! puterilor (5.212)...(5.214). ` 
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Aplicația 1. Să se rezolve circuitul serie : К = 240, Xy = 40, Хе = 360, alimentat la 


tensiunea :u = 80/2 sinot + 245/2 sin(at + 300) + 12V2 siot - 45°). 
- Se calculează impedantele și defazajele armonicelor 1 (fundamentala) şi 3: 


2 
2 І 
iur = IR? ак = 240. 
Z= к? + (aL -L.) =400, 23 = JR «за. = 


х 
- La armonica 3 se constată rezonanța armonică (3X = ced Impedanta 


2 
1 
armonicii 6 ейе: 7 = R? + (co - 10) = 300. 
x, - ХЕ 
; е 0 3 -о. 
- Rezultă defazajele: фу = udo 28 =-53;фу= amig—— e A 
ex, - Xe. 

pg = arctg 6 =36950' 


- Se calculează curentul nesinusoidal din circuit ca sumă а componentelor armonice: 


U, Оз 
12 -2A;1 2 => =1А, I aUe e dA. 
a E е. 


і 222 па +530), = 2sin[3ot + 30), Er 81950), isi nis + ie 
i= 242 sin[ot 53) + 42 sin at + 309) + 04./2 ва {бах -8 (51). 


- Se determiná valorie efective ale tensiunii $i curentului: 

U-4R? +U? +U? 2845V, 1= J12 +12 + 12 2 228A. 

- Se calculează puterile P = U,I( сов, + 01; софу + Ugle оф = ПОМ, 

О-О, sinc, + 0313 м фз + Uclc singg = -112VAr, $ = UL 7 192 VA, 

Dz4S? - P? - 0? =118VAd. 

- Factorul de putere este : КЕ =157 

Ai 
12 


Aplicația 2. Să afle prin metoda simbolică curenții şi puterile consumate din circuitul 
din fig.5.86 în care: 


- Coeficientul de distorsiune este : Ky = = 0,575. 


ежу 
^ 
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R = В; = 50, oL; = oL, = 102, 1..9 _1 = 150, iar tensiunea nesinusoidală 
oC, оС; 


` ete u= 125/2 пая +94-/0 sin(3ot - 0), cu: U, = 125V 


fi Us 594 V; y; = 0, 720". 
- Pentru armonica întâi rezultă 


U А E 
In == 15+ j5- 5/10е7® U Е AME Ns E EA 
£e " 
я В, «dot, - L.] 
3 


U zs U С Ў 2 
14 = pal = 502 - = Se peso li ж-ш =51+ р)=5/беЛ® Зе, 
z 23 


in = 4213, sin(ot - фу) = 10V5sin(ot © 18020) 
їл = УЗ sin(at Ф) = 5/10 sin(ot + 26930) 
їз = 4215, sin(ot - 94) - 5410 sin(ot - 26%30) 


- Pentru armonica a treia se obține : 


= — -1- 29-3016 7" Uus =] af L79 
"272 10+}9 > MEL ы ^s г) 79 jas. 
e Ч 
i 3 


In = Т. -16- = 34679, |= EA %--(06% 2) = ор./$ей#°, 
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in = ly sin(ot + Y3 -Фв)= 3014 sin(3ot +41) 
ыз = ия + y3 - 1) = 314V (Зи + 29"). 
is = Vly sin(3at + Y3 = Фуу) = 0,Ssin(3at З 198%) 


- Pentru ambele armonici: 
i =i ti = 10V Ssin(ot - 18920) + 307/2 sin(3ot + 41%) 


ia = in ін = SV IOsin(ot 26730) + 314. sin(Xot + 29"), 
Jis = +is3 = ба - 26930) 0.445 sin(3ot - 198°) 


U= JU? +10 2 156V И= ҮП, +12, 218A, софа = сов(—18°20') = 0,95, 


sing, = -0,314, с06фез = cos 71^ = 0,325, singa = 0,945, 
Р = 101, соф +03113 Сф = 1975W, О= Uil, sin Pa +0313 sina = -350УАг, 


S =1Л = 2500 VA, D = JS? - P^ - О? = 1490V Ad. 


5.5 CUADRIPOLI ELECTRICI 


Cuadripolul este un circuit electric fără 
cuplaje magnetice cu exteriorul, care are 
patru bome de acces (fig.5.87). Cuadripolii 
pot fi: diport (cu două porți, una de intrare 

2» 1-1" şi una de ieşire 2-2'), linian (conținând 
numai elemente liniare), neliniari ( conțin 
Біг,5.87 cel рщш un element neliniar), activi (contin 
surse de te.m.), pasivi (nu conțin surse de te.m.), simetrici (prin inversarea celor două 
„perechi de bome 1-1' şi 2-2' nu se modifică curenţii din circuitul la care este conectat 
cuadripolul), nesimetrici (la care nu este indeplinitá condiția menţionată) etc. 


lh р 


- 5.5.1 Ecuațiile şi schemele echivalente ale cuadripolilor рогі, liniari gi pasivi 


Mürimile de intrare U, gi В pot fi scrise іп funcție de mărimile de ieşire U Я h : 
О, = AU; + Bla; 1; = CU; + Dl; (5.230) 
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unde: А şi D (mărimi complexe fără dimensiuni), В (impedanța complexă) gi C (admitanţa 
complexă) se numesc parametrii fundamentali ai cuadripolului. Pentru determinarea practică 
a parametrilor A, B, C şi D se aplică cuadripolului două regimuri de funcționare : 

- un regim de mers în gol (se deschid bomele 2-2', deci 1, = 0) gi se determină din 
ecuațiile fundamentale (5.230) parametrii A şi С: 


U; 13-0 U, 5=0 - 


- un regim de scurtcircuit (se scurtcircuitează bomele 2-2' deci U, = 0) şi se 
determină din ecuațiile fundamentale parametrii B $i D: 


в-(% я 2-(1) 202 7 Gam) 
bye lun | 
Relaţiile (5.231) gi (5.232) se mai pot serie 4 
A= 00, pa Че, с-ш, p. le. (5.233) 
U’ L 0; la 


un Uy, şi Го sunt tensiunea gi curentul de [а intrare pentru încercarea de mers în gol, iar Urse 
Я I, - tensiunea gi curentul de la intrare pentru încercarea de mers în scurtcircuit. 
Înlocuind (5. 233) în (5.230) se obţine 


U; =U; Uwe fi În = lo + Luc (5.234) 


adică, mărimile de intrare ale cuadripolului (tensiunea 
Zo | U şi curentul 1) pot fi obținute prin însumarea 
algebrică a valorilor aceloraşi mărimi din cele două 
regimuri extreme: „mersul în gol și scurtcircuit. Din 


(5.233) se obțin şi " impedantele de intrare la mersul ín 
Bol gi scurtcircuit 


= 210 _ : Ба Uy = B 
Fig, 5.98 Zo ci Zu = je D (5.235) 
: Dacă іше parametrii  fundamentali ai 
cuadripolului există relaţia i 
AD- BC-1 (5.236) 


numită gi teorema reciprocitüfii, cuadripolul se numeşte 
reciproc, putându-se demonstra că toți cuadripolii liniari și 
pasivi sunt reciproci, 


Rezultă că pentru caracterizarea completă a unui 
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cuadripol reciproc sunt necesari trei parametri 
2 fundamentali, al patrulea fiind determinat din 

condiția de reciprocitate, Schema echivalentă a 

, acestui cuadripol este deci concepută doar cu trei 

" elemente de circuit : schema in T (fig.5.88) sau 
Fig. 5.90 schema іп л (fig. 5.89). 


Pe baza definiției cuadripolilor simetrici, acegtea pot fi alimentați pe la bornele de 
ieşire (fip. 5.90), iar ecuaţiile fundamentale devin : 4 


у, = AU, - Bl}; -l = CU, — DI, i (5.237) 
вап, rezolvând sistemul în raport cu U; gi [i : | 
` U, = DU; + Bla; = СО, + Al; ‚ (5.238) 


adică, un cuadripol reciproc este Я simetric dacă parametrii lui fundamentali A gi D sunt 
egali între ei : : 
A-D (5.239) 

Rezultă că pentru caracterizarea completă a unui cuadripol simetric sunt necesari doi 
parametri fundamentali, ceilalți doi fiind determinaţi din condițiile de reciprocitate şi 
simetrie. Schema echivalentă a cuadripolului simetric este deci concepută doar cu două 
elemente de circuit: schema în T (fig.5.91) sau schema în m (fig.5.92). 

Ecuațiile fundamentale ale cuadripolilor reprezentați prin schemele echivalente se 
determină astfel: 


- Pentru schema echivalentă în T a cuadripolului reciproc (fig.5.88) se pot scrie 
relațiile : . ` 
In = 12 +(0, *Z;I;)Yo; U, = Zu +21 +0, (5.240) 


san, introducând pe 1, in expresia lùi. U, gi ordonând termenii se obțin ecuaţiile 
fundamentale : 


U, -(1»2,У)0% + (Za +2, + 2,2, Yo) 
1; 2 Y9U; + (1+ 2. У) 


Se compară (5.241) cu (5.230) şi rezultă : 
А=1+ 2, У; В= 2, +Z, %712У,; C- Yo; D-21* Z4 Y, (5. 


(5.241) 


с ‚ 4 С (5.243) 
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Figs91 ` Fig,5.92 
introducând (5.243) in expresia lui B din (5.242) se regăseşte condiția de 
reciprocitate (5.236). 2 
- Pentru schema echivalentă in T a cuadripolului simetric (fig. 5.91) ee obţin ecuaţiile 
fondamentale din (5.241) în care Z4.= Za = Z: : 


ш - (i ZYo)U +(22+2 7 ү; l = Yo +(1+ ZYol 24) 
deci : A-D-1ZYs B =22. +7255; С = Yo s (5.245) 
өзі: 
-1 D-1 
Y =C; Zo —— ==. 2.246 
Y =G; 2--с c 3 е ) 


- Pentru schema echivalentă in л-а cuadripolului reciproc (fig.5.89) se pot scrie 
relațiile 3 


-%б + U;Y2) *U; ;l ^ Yi Ui * b + UY? (5.247) 
sau, introducând ре U, în expresia lui 1, şi ordonând termenii se obțin ecuațiile 
fundamentale: | P 
У, = (1+2. Y4)U; +201, 
+ =(Ү, +Y, +Ү,Ү»26)%› + (+ УІ 
Бе compară (5.248) cu (5.230) gi rezultă 
А=1+2®Ү В 25; С = У+У, + Ү ҮЛ D= 142%, (5.249) 


(5.248) 


D-1 А-1 
= DY.,2L— 25 
За; (5.250) 


Jntroducánd (5.250) în “expresia lui C din (5.249) se regăseşte condiția de 
reciprocitate (5.236). 


- Pentru schema echivalentă în п a cuadripolului simetric (бр.5.92) ве obțin iti 
dundamentale din (5.248) in care Y, =Y; "Y: 


шей Уш + Zola: h =(2Ү Y us ++ 2:3) 625 
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дез: 
а-о BAS CT YO Y Z3 (5.252) 
(5.253) 


——— de pa 
cuadripolului di liniar У, 


Dacă impedanta Za “ШОЛ conectată la bomele de ieşire ale cuadripolului este egală 
cu impedanjs calculată 2) «ТЛ, de la intrarea ciadripolului, atunci expresia |, 


Z= A.B ` 6.254) 
= h de 
se numeşte impedanta caracteristică sau iterativă а —" 
Din (5.230) gi (5.254) rezultă, succesiv, pentru cuadripulul reciproc: 
AUR +В 
U, АО, +В ^ Lh у .AZ.*P (5255) 
U A di CZ. + D sasi 


| p ds CU, * DL с=®+ р 
42 


Se în TE ) A 
2 "xci Daa D) ғар) | (5256) | 
2. -xj^-P* А+ Dy +4]. (5.257) 


Dintre cel“două sclufi ale impedanței caracteristica 2, se үа alege асова care are 


partea reală pozitivă. 
Prin definiție, constanta de propagare ү are valoarea 


E ша) 
Y тъ (5.258) 
unde, din (5.254) rezultă 
ч, Hh 
9, = Б (5.259) 
[T 
(5.260) 


22 


у І 
= іл 21 = 1л 21. = i 
y ТЫ. In- a jb 
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Partea realá a constantei de programare (a) se numeşte constantă de atenuare, jar 
partea imaginară (b) se numeşte constantă de fază. 
Dacă ecuațiile cuadripolului reciproc se scriu sub forma 


= AU, + Bl; -v(a« 2). h 2€U; +01, =1,( (D^ CZ.) (5.261) 


ше 
in care se introduc valorile Ze din (5.257) şi apoi se explicitează rapoartele (5.259), rezultă, 


succesiv : 


ВА = Z, à (5.262) 
ше 


AW өз 
М2. 542 


iar din (5.260) se obține constanta de propagare : 


БЕТТЕРІН 22222 (5260 


(De regulă, în aplicaţii, semnul radicalului este pozitiv). 


Pentru un cuadripol simetric, impedanta caracteristică Ze (5. 257) şi constanta de 
dicas NE ps i D). + 


БАТУ -4= +В n un 6.265) 
ы -1]- (А + VBC) | (5.266) 


Aplicația 1. Să se determine parametrii fundamentali, impedanța caracteristicü şi 
constanta de propagare, la cuadripolul reciproc cu schema echivalentă in T reprezentată in 


585.88, în cae Za = (1+ 200, Za = 20, Yo -(1- j2)1 # la cuadripolul 


reciproc cu schema echivalentă in л (fig. 5.89), in care 20 = j2Q, Үү=(1- рб. 
Ya = -pa. 


Cuadripolul T: 
- Se calculează parametrii fundamentali (5.242) : 


А = IZ Yo» 6; В =21+ Za + Za Yo" (0014); С = Yo =(1-j2) 2" О=1+2Ү» 
= (5432). 
Бе verifică condiția de reciprocitate (5.236) :6 (5 + ]2) - (1 + jI4X1 -j2) = 1. 
= Impedanța caracteristică (5.257) eate succesiv : 


E РР. 
uj: Uri - «T: 
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z, = Nea) -0542.440275+ 096) 


Ze =(1175+ 2362. 
A doua soluție nu convine, având rezistența negativă (-0,1 750) 
- Constanta de propagare (5.264) este : 


y= 4554 j+ (55+) - |+ 2,398 + |0195; 


eci, constanta de atenuare eate: a = 2,398, iar constanta de fază este: b = 0,195 radiani. 
Cuadripolul п: 
- Se calculează parametrii fundamentali (5.249) : 
A= 13Z;Y;7 5, В-Ф- 0; C Y, + Ya+ У, Ya 20=(5-12) 0"; 
D= 1+ 2 Y,- 5582. . : 
Se verifică condiția de reciprocitate (5.236): 5(5 + j2) - j2(5 - j12) = 1. 
- Impedanta caracteristică (5.257) este succesiv : 


Z.-x3- zl- беда (aos gy -4. 


_ (5+ i2 -j& (4.8954 j: ur 
169. 

A doua soluție nu convine, având rezistența negativă. 

- Constanta de propagare (5.264): 


y= к/з+}+ {5+ = = 2,3% 0,193, 


eci: a = 2,3 (constanta de atenuare), b = 0,193 radiani (constanta de fază). 
Aplicația 2 Să se scrie ecuaţiile fundamentale ale cuadripolului simetric în funcţie de 
mstanta de propagare şi impedanta caracteristică. 


Le = 


= (0,148 + j0,355)2. 


- Din condiţiile de reciprocitate și simetrie, precum $i din expresiile impedantei 
aracteristice (5.265) şi constantei de propagare (5.266) rezultă sistemul de ecuapi în raport 


uA.B.CHD:AD-BC=I, 2-2. el = A+V/BC,A=D. 


- Soluţiile acestui sistem sunt 
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2 
Ta 
В= z= =Zshy (5.267) 
T af 
‹ e-e- 1 
Qs = —sh 
"UU e 


- Rezultă ecuațiile fundamentale ale cuadripolului simetric : 


U, = chyU; + Z,shyl; 


и 7 (5.268) 
=U, + chyl2 


L= 


Ше 


5.6 CIRCUITE ELECTRICE NELINIARE 
DE CURENT ALTERNATIV 


Unele instalaţii electrice, precum. şi numeroase aparate (generatoare şi convertizoare 
de curent electric, amplificatoare de energie electromagnetică) conțin bobine cu miez 
feromagnetic, condensatoare cu dielectric де permitivitate variabilă, rezistoare cu 
rezistivitate variabilă, diode semiconductoare, tranzistoare,s.a т.і. саге au о caracteristică 
curent-tensiune i-f(u), neliniară. Elementele de circuit cu caracteristică neliniară curent - 
tensiune se numesc elemente neliniare (vezi paragraful 3.3.1) 

Rezolvarea circuitelor cu elemente neliniare, alimentate la Le.m. u(f) sinusoidale se 
face prin metode care variază de la caz la caz (de la circuit la circuit). Totuşi, metodele de 
rezolvare a acestor circuite pot fi grupate în metode grafice și metoda analitice (metode de 


aproximare analitice). 
1). Metoda graficá constă in găsirea formei curentului electric ce străbate circuitul, 
printr-o construcție grafică realizată punct cu punct. De exemplu, cunoscând caracteristica 


#00) a unui rezistor neliniar, alimentat la t.e.m. sinusoidalá ut), se poate айа garfic curentul 


100 realizând construcția grafică din fig, 5.93 
În cazul grupurilor serie sau paralel de rezistențe neliniare se folosesc grafic 


caracteristicile echivalente, ca și în c.c.(fig.3.36 și 3.39). 
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` » 
: Fig, 5.93 
2) Metodele de aproximare analitice folosesc caracteristica i(u) а elementului 
neliniar, dezvoltând-o în serie“ Taylor in jurul unei valori u a tensiunii de alimentare u(f) care 
poate fi sinusoidală sau nesinusoidalá: 
-щ Я u-uo ei. 7 
(м) = ќо Sue, —4———M. 5.269 
isi) Tp tA 7ай (5.269) 
(и) = Ao tA- uo)+ As(u- uo) Finds (5.270) 
Dacá graficul (caracterietica) i(u) & elementului sau ОРТ neliniar ee poate 
aproxima la o ecuație de forma : 


3 
и) = ( + 3 3 | i (5.271) 
atunci dezvoltarea ci în serie este 
jedes e а, (5.272) 
2a 8а? 
эп, dacă operația de aproximare conduce a о өсіре de forma а 
Ки) = (e - 1) (5.223) 
atunci dezvoltarea ei in serie este 
T Ыш : NC 
Ки) = 3i +... (5.224) 


Metoda se poete V şi z cazul când se aproximează variația rezistenței neliniare 
în timp ud » acest caz se deduce 
u(t) (5.275) 


319) 
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3) Metoda aproximărilor succesive se utilizează când пи se gásegte ре caracteristică o 
porțiune liniară care să conțină punctul real de funcționare sau când nu se pol găsi relațiile 


analitice de genul (5.271), (5.273) etc. | 
Se aproximează o valoare 1, pentru curentul din rezistența neliniară (fig.5.94), 


obținându-se В. = Ja , cu care se rezolvă circuitul. Dacá se obține o eroare 


n 
L-I 


АГ= T в. 100% (5.276) 


mai mare (în modul) decât cea admisă (T. fiind 
curentul obținut din calcul) atunci se alege un alt 
curent I", (T',«l",«l';) care stabileşte rezistența: 
T š қ m. cu care be rezolvă din nou circuitul, 
. DN ақан d n 


obținându-se curentul 1".<Г., deci o eroare AI"«AT'. 


" 


\ 
ln Procedeul se repetă până când Al are valoarea 
; admisă. " 
7 Această metodă. utilizează. valorile efective ale ` 
ОЧЕ Uh Un Up mărimilor electrice gi se recomandă în cazul 
Fig 5.94 circuitelor cu unul,două sau mai multe elemente 


neliniare distribuite în circuite de c.a. ramificate sau neramificate. 

4) Metoda generatorului de tensiune echivalent se utilizează în cazul când într-un 
circuit cu trei sau mai multe noduri se găseşte o singură rezistență neliniară а cărei 
caracteristică 1„(U,) se cunoaşte. Din această caracteristică se deduce caracteristica 1.(В.) 


U 
folosind relaţia К, = TC 
n 
Formula Thevenin în formă complexă, 


U 
cunoscută EN саге Z = К, 


este rezistența neliniară, iar Олво fi 
Zao se determină prin procedee 
cunoscute, poate fi scrisă gi pe module 
ма, MUT 


(Каро + Ra)? +ХАво 
Se trasează in acelaşi plan gi la 
aceeaşi scară, atât caracteristica 
neliniară a rezistorului (К), cât gi 
Fig, 5.95 curba (В) din (5.277) 
Punctul P de intersecţie (fig. 5.95) determină valorile reale Ra ţi Ia 
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5) Bobina си miez feromagnetic. Se ştie cá miezul feromagnetic, cu permeabilitatea 
nagnetică relative mare, se foloseşte pentru a mări inductivitatea bobinelor. La trecerea unui 
urent altemativ printr-o bobină cu miez feromagnetic se constată că variația inducției 
aagnetice а miezului produce variații ale permeabilității magnetice a bobinei, care se 
omportá deci ca un element neliniar, cu inductivitate variabilă. De asemenea, variația 
nducfiei magnetice (în timp) produce degajare de căldură în miezul feromagnetic, adică 
пегра electromagnetică transformată în acest proces, în unitatea de timp, constituie 
iierderile prin histerezie. Sub acțiunea câmpului electric indus, ín miezul Геготардевс se 
nduc curenți electrici de conducție denumiți curenţi turbionari sau curenți Foucault. Aceştia 
'moduc, prin efect Joule, transformări ireversibile de energie electromagnetică prin degajare 
ie căldură іп miez (pierderi prin curenți turbionari). $ 

Pentru a reduce pierderile pnn curenţi turbionan, miezul 

у feromagnetic se realizează din tole de oțel electrotehnic izolate 
cu hârtie şi lac sau din materiale magnetoelectrice, O bobină 

Hm ideală (fără pierderi) nu consumă energie activă, în curent 

alternativ, deci în diagrama fazorială, tensiunea la bornele 

Боле! este defazată cu 90° înaintea curentului care străbate 


| F bobina. O bobină reală (cu pierderi) consumă energie activă, їп 

494 Бү curent alternativ, deci unghiul de defazaj q între tensiune я 
curent este mai mic decât 90“. Complementul 

Fig.5.96 acestui unghi în plan complex se numeşte unghi de pierderi al 


'obinei Sre = 90% - ф (fig.5.96). р | 
n Se consideră o bobină având rezistenţa înfăşurării neglijabilă. Tensiunea Іа bornele ei 
e determină cu relația (în modul) 


(5.278) 


unde N este numărul de spire ale infágurári. În regim 
sinusoidal în complex (5.278) se scrie 


U = joNó (5.279) 
Din relațiile : 
$ = (EdS; Ni = На, (5.280) 
E] 1 ; 


in care S reprezintă secțiunea miezului. iar | lungimea . 
circuitului magnetic, rezultă că perechile de fazori (6,B.) я 
0,Н,) sunt sinfazice. 


Еі5,97 Din diagrama fazorială (fig.5.96) se deduce . 
B- B, sinot; H = H,, sin(ot +6) (5.281) 
au, în complex : н | 
B, = By; Hm =H иен (5.282) 


В Relaţiile (5.281) reprezintă ecuațiile parametrice ale curbei B = RH), care se obpne 
liminánd timpul din aceste relațiile : 
НВ HB 


— ——— cosB p = sin? 8 52 
HS BL HIM. * is m 
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adică, o elipsă reprezentată in fig.5.97. 

Pierderile prin histerezis, pierderile prin curenţii turbionari şi pierderile în fier, care 
iau naştere în timpul funcționării bobinei se pot calcula, după cum urmează : 

- Pierderile prin histerezis sunt proporționale cu frecvența, cu volumul miezului 
feromagnetic şi cu aria ciclului de histerezis 

рр = Мб; (5.284) 

* Pierderile prin curenţi turbionari sunt proporționale cu: pătratul frecvenței f, 

conductivitatea totală c, pătratul grosimii tolei d şi cu volumul de material V 


2 
P, = T-f'sBid^v (5.285) 


Pentru micşorarea pierderilor prin curenți turbionari, se folosesc grosimi mici ale 
tolelor, cu 4-0,25... 0,35 mm. ' 

- Pierderile in fier pentru un kilogram de material magnetic, se determină cu relația 
aproximativă : 


pom CUEN — (5.286) 
Fe = Po 10* 50 | * 


їп саге пт59л10в Pit. Рі Pis - pierderile їп fier intr-un kilogram de material feromagnetic 
10 


la o inducție magnetică maximă de 1T respectiv de 1,5T şi la о frecvenţă de 50 Hz; B, - 
inducția manetică maximă din tolă măsurată în Gauss G; f - frecvența inducției magnetice 
` sinusoidale. Dacă inducția В. se măsoară în [Т] (1T-10*G), relația (5.286) devine 


I | 
Pre = рва (Г Tere A . c 6287) 
relație empirică, verificabilă în practică prin diferite metode(de exemplu cu aparatul Epstein) 
Componentele pierderilor în fier: P, (5.286) si P, (5.285), însumate, constituite 
pierderile totale în fier 1 
Pj, = P, +P, : (5.288) 
6) Condensatorul cu pierderi. Condensatorului cu pierderi 
consitituie cu un circuit neliniar, aflat in regim periodic. La un 
condensator fără pierderi (ideal) energia activă consumată in curent 
alternativ este nulă, deoarece curentul din condensator este defazat 
cu 90° înaintea tensiunii aplicate la borne. Condensatorul cu 
pierderi (real) are un defazaj între tensiune şi curent mai mic decât 
90°, iar complementul până la 90° reprezintă unghiul de pierderi (5) 
? i al, condensatorului (fig.98). 
Fig,5.98 Pierderile în condensator se datoresc atât imperfectiunii 


4) 


dielectzicului, cát şi a proceselor de polarizare ciclică a dielectricului. 
Curentul printr-un condensator cu pierderi este: 


іш 


(5.289) 


" 
sau, in regim sinusoidal, în complex : 
172 joU. (5.290) 


оз ж 
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Câmpul electric E $i inducția electrică D, care acționează in dielectricului 
condensatorului cu pierderi (gi cu histerezis) se exprimă in valori momentane : 


Ez E, sinat; Dz D, sin(ot ~ 9 (5.291) 
san їп complex : 
Ba Ea: D = Dacă, (5.292) 


fi au diagrama fazorială prezentată în fig, 5.99. 


Fig.5.99 
Eliminánd timpul t, din (5.291), rezultă : 
E’ „D? , ED 
EL "pi Бы 
- gidcă, ecuaţia unei elipse (fig.5.100). 
Energia electrică înmagazinată îndielectric este: — 
W, = [EdD = 1E „Dm sin, | (5.294) 
fi reprezintá suprafata elipsei (5.293). v. 
ena SER echivalentă în paralel gi diagrama fazorială sunt date în fig. 5.101, din саге 


cosâ=sim$ 1 - (5.293) 


I'Z21cos8; Г'=15щ5; I'= Uca; rs = (5.295) 


Fig 5.101 
în саге; 
1 U 
= ——с050; ш------ » 
5 oC in Isin8 (2.296) 


Schema echivalentă serie și diagrama fazorialá sunt date in fig. 5.102 din care rezultă: 
Шер U'= Ucos8; ("= Using (5.297) 
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=; 0"=18, (5.298) 


C, = i - ав | (5299) 


Fig, 5.102 


Din cele două scheme echivalente rezultă : | 
C, =C, cos? 5; Кү: К, (5.300) 
sin“ 6 
În aplicaţiile practice unghiului de pierderi 5 este de ordinul gradelor, deci : 
Cs Ca; В, >> КВ. (5.301) 
7) Efectul pelicular. Un cunrent variabil care parcurge un conductor masiv, are 
densitatea de curent mai mică în centrul conductorului decât la periferie (cazul efectului 
pelicular). 
Adâncimea de pătrundere a câmpului electromagnetic (8) reprezintă distanța de la 
suprafața semispaţiului pe care ar trebui să fie repartizat uniform curentul total. . 
Efectul pelicular poate fi net, slab şi mediu. 
Efectul pelicular net are loc când: 6 <<УА, unde. А este aria eecfinunii transversale 
a conductorului. Raportul dintre rezistență in curent alternativ a 
conductorului masiv Rea gi cea în curent continuu а aceluiaşi conductor Қ бі se notează K, 
şi are expresia (conductorul fiind circular, cu lungimea | şi rezistivitatea p): 


1 
Ru _ na2-n(a-5)? a? E 
а зи OZ p иш раш a eat ч йг 

Pu 

ла 

1 
dacă adâncimea de pătrundere este; б = ————, ee obține 
Мо 

К, = Чье б (5.302) 


Unde: a este raza conductorului masiv;f - frecvența curentului altemativ;o-conductivitatea 
tlectricá a conductorului, р ~ permeabilitatea magnetică. 

Efectul pelicular slab are Joc la frecvențe joase, când 8 >> МА, iar efectul pelicular 
mediu are loc la frecvențe medii, când 8 ~ VĂ , 
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8) Adáncimea de pütrundere a cámpului magnetic 
- Se consideră o piesă metalică cilindrică în care sunt indugi 
curenții turbionari, datorită câmpului magnetic H, creat de o 
bobină cu N spire, prin care circulă curentul de conducfie 1, 
přinusoidal (fig. 5.103). Curentii turbionari crează [а rândul lor un 
câmp magnetic Ну, care în axul solenoidului este nul gi are sens 
invers față de Н,. Din cauza efectului pelicular curenții 
turbionari sunt situați numai pe o adâncime 5 de la suprafața 
piesei. Se poate deci considera că în partea centrală а piesei, atât 
câmpul rezultant, cât gi curenții turbionari sunt nuli. 
Admiţând că permeabilitatea magnetică relativă a piesei р, este 
constantă gi intensitatea câmpului magnetic Н; variază liniar, 
Fig.5.103 având valoarea maximă Ну, din legea fluxului magnetic rezultă 


\ fluxul din piesă : 
H 
$7 [8,45 = [ads - n7 28 (5.303) 
unde s-a considerat cá inducția magenticá B; din piesă este paralelă cu câmpul Н; Я cu 
vectorul elementului de suprafață dS. Câmpul H; variind liniar s-a considerat o valoare 
medie CH) | 
Fluxul % variază sinusoidal, cu pulsatia о, deci produce іт piesă o t.e.m. sinusoidală 
О, =®ф (5.304) 
acoperită de căderea de tensiune | 
д 2лг 
] Rol “ран =0ф (5.305) 


unde L este curentul indus în stratul cu curenți turbionari, pe adâncimea б, care se determină 
din legea circuitului magnetic (aplicată pe un contur C cuprinzând numai stratul cu 12) 
[H;di- [Hd - Hh -1; (5.306) 
с с 
întrucât іп spaţiul dintre bobină şi piesă câmpul este considerat uniform și egal cu Ну, iar în 
interiorul piesei câmpul rezultant este nul. 
> " 2 H 
Se introduce (5.303) in (5.305), p E I; = oj —. 2лтё și se fine seama de 5.306, 


deci 85-4 21.2.79. (5.307) 


Ínlocuind н = нон, = 4x:107^ p, gi о = 2f, rezultă adâncimea de pătrundere [m]: 
= р | 
ê = 503 ri (5.308) 


т 
unde p este rezistivitatea piesei [От], р, - permeabilitatea magnetică relativă a piesei (-], 
iar f- frecvența tensiunii de alimentare a bobinei inductoare [Hz]. 
П Din (5,308) rezultă că la frecvenţe joase curenții turbionari pot circula în (aproape) 
Întreaga masă a piesei, ceea ce permite încălzirea acesteia in volum (în adâncime), iar la 
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T se H ша . У В " călzirea 
frecvenţe ridicata curenții turbionari circulă numai spre suprafață, ceea ce permite în 

pg ri Se constată deci că pe măsură ce creşte frecvența de lucru, adâncimea de 
pătrundere scade şi invers. 7 


5.7 LINII ELECTRICE LUNGI 


Liniile electrice lungi sunt utilizate în transportul de energie electrică sau în 
telecomunicații şi sunt formate din fire conductoare paralele a căror rezistenţă, inductivitate 
Я capacitate electrică sunt aproape uniform repartizate pe fiecare porțiune a liniei. În studiul 
acestor circuite, denumite circuite cu parametrii repartizaţi, trebuie să se țină seama de faptul 
că există un câmp magnetic gi un câmp electric repartizate în tot lungul circuitului şi că 
transformarea de energie electromagnetică în căldură se face, de asemenea, în tot lungul 
circuitului. La aceste linii, curentul alternativ dintr-un conductor filiform variază în lungul 
liniei, deoarece o parte din sarcinile transportate încarcă suprafața conductoarelor o dată cu 

variaţia tensiunii alternative dintre aceste conductoare gi deoarece o parte din curentul 
electric din conductoare trece prin izolantul imperfect dintre ele. 


5.7.1 Ecuațiile liniilor omogene . 


Se admite cazul unei linii bifilare formată din două conductoare paralele (dig.5.104), 
în саге: 
г - este rezistența electrică a conductoarelor pe unitatea de lungime a liniei; 
І? - inductivitatea proprie a liniei pe unitatea de lungime; 
C" - capacitatea dintre cele două conductoare pe unitatea de lungime; 
Е’ - conductanfa izolafiei dintre cele două conductoare pe unitatea de lungime 
Liniile cu parametrii distribuiti г’, L’, С”, в” de valoare constantă, in tot lungul liniei 
se numesc linii omogene. 
Fie u tensiunea electrică dintre cele două conductoare şi i intensitatea curentului în 
momentul t la distanța x de la sfârşitul liniei (de la bornele receptorului). 
| Tensiunea и’ la distanța x + dx este egală cu tensiunea la ditanța x plus căderile de 
tensiune rezistive  şi-inductive ale celor două conductoare de lungime dx ale liniei 
(consecinţă a legii inducției electromagnetice): 
‚_ 04 a д 
u'=u—dx= "dx - '4х^- à 
к^ и+г'дх.1+1^4х— (5.309) 


, „Intensitatea curentului і’ care intră în secțiunea х + dx a liniei este egală cu suma 
intensității curentului care iese prin secțiunea x, a intensității curentului care trece prin 
dielectricul dintre conductoare şi a intensității curentului care încarcă suprafața de lungime 
dx a conductoarelor (consecinţă a legii de conservare a sarcinii electrice) 


n К ди 
i=i+ бх =i + g'dxu'+C'dx — 
і = i + g'dxu'C'dx à (5.310) 


dx x 


Fig 5.104 | 
În relația 5.310 se va ша u= u + Der u, decereceu >> 2 și Zay? =0. 


Rezultă ecuaţiile liniilor omogene cu parametrii constan(i (în timp) 
да а А 


—=ri+L— 
дх & (5.311) 
Ž guc? 
Ох. & 
numite ecuaţiile felegrafigtilor. Aceste ecuații cu derivate parțiale permit determinarea 
tensiunii şi a curentului ca funcții de distanța x şi timpul t dacă se dau condițiile inițiale 


6-0) și la limită (а х-0). ` 


5.7.2 Rezolvarea ecuaţiilor telegrafigtilor 


Utilizând metoda operațională transformatele Laplace ale tensiunii şi curentului sunt 
funcțiile de x : 


4[i]- fie oe "à = Ех) 
0 


4[u]- x te ar -U(sx) | " (5.312) 
9 


Pe baza teoremelor fundamentale ale metodei operaționale, în ipoteza unor condiții 
iniţiale de zero u(0,x) =0, i(0,x) = 0, зе deduc ecuațiile diferențiale corespunzătoare 
ecuaţiilor cu dezivate parțiale (5.311): 

Чех) (up 

аы) ір (һә) 

Ol(s,x) 
ôx 


(5.313) 


= (g'+sC')U(s,x) 
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Defininind exponentul de propagare (operațional) 
Y? = (r'+sL')(g'+sC'), 2 (5.314) 


Әу) a | 
4 ыз -ү*(в,х) =0 (5.315) 
Soluția generală a acestei ecuaţii diferenţiale omogene cu coeficienți constanji are 
Ш(в,х) = Куе" + Куе" (5.316) 

unde K; gi K; sunt constante arbitrare. 


Definind impedanta caracteristică (operațională): i 
r'+sL' ; 
Z.= ---- 3 е e a Se 317 
e {рес К iV LEY. (5.317) 
din (5.316) yi (5.313) se obține imaginea curentului: ~. D E 


| (ex (ке = ke т), (5.318) 
Presupunând date condițiile la limită: - 

A = w(t), 

(,0-(0 02” 
4108.0) = Ире НЕ 05, seem ыңа 4. (5320) 
160) = ДЫ] - Iz И 

rezultá valorile constantelorr arbitrare : 


< (5.319) 


Ki = Uz Zeli) 03 onte с 
But s qu бэр ДР "o e (5321) 


54 а О 
К, = 20% -2712) 
Ín cazul general când imaginile (5.316), (5.318) au la exponent o functie (5.314) 


iraţională de s, găsirea funcţiilor original u gi i este foarte dificilă. 
Din acest motiv se consideră un caz idealizat, cazul particular important al une: linii 


fără pierderi, pentru care se obține : y= sJL'C' (5.322) 
ШЕ 
şi Z = c. (5.323) 


Dacă este îndeplinită condiţia lui Heaviside : Г = С (5.324) 


se zice că linia eate fără distorviumi,adică este fără defazaje intre mărimile de intrare gi de 


ieşire, În acest caz, constanta de propagare (5.314) devine : 
g 


v rsen] = (Е +)с(® +) 
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(901:$ 8g) ouy od 1mor1)mos әр mmquazmo v arajqnp о eonpoud oo 
зәәо POUP Spun no y[e3o juamo әр укол урип о pzy "yzeosueduioo о ол od ounisus; 
әр mioarrp spun по renuoo uus op t ұрадә ounisuz; r's ha 


эр емәліп ұрша o arede 1) үциәшош ш fo Ur ЕП gsx 1-х 
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Cu valorile numerice din enunţ sé obțin: 


к-2007510* уау туюп, s= na; = 3,33 mm; 
35.10$ | 
yet po 15 — 410-615244- 10 H/ т=244пН/ lom, aL'= 07601 km. 
х 333107. 
1 
> т 
c'= —4®9:10° -10 45.10? =Е/ mz 45:10 pF / кт;аС=41-1095/п 
15 36.61 | 
333-103 4 


Constanta de propagare are valoarea : 
т = {1+ 0Л78141-10% 210? JA 212 10? 4j = 12- 10? ve^ = 
212-10? e^ 212. ТАС + sin?) -025-107(1% ife] 
11 = 0,17(1+), у=а+ В, а= В = 0,85-10? km”, iar impedanta caracteristică : 
ашыл, =1/05377 - 10 agre P" өзе 957" = (834- ISO. 
y ; Қ 
Са chyl = ch(a + |Б) = chalcosß! + jshalsinpl 
қ р ; ей eu 
shyl = sh(a + jB) = shalcosl + jchalsinBl я спо. = == 
al - 
shol а se obține chal = 1,014; shal = 0,17; созді = 0,985; sinfl = 0,17; chy! = 
0,998 + 30,0289; shi = 0,16740,172 şi 
U, =110:10°(0,998 + 0,0289) = (109,78 + j3,179)10 V 
110-10? 
1, 2 ———— —- (0,67 + ј0172) = (8,56 + 26, р 
| Е $34 — R13 +j ) (8,5 4 j26,86)A 
Aplicatia 2. Printr-o linie de transport monofazată, practic fără pierderi, se 
alimentează un consumator inductiv cu putere/P> factor de putere cosp: Я tensiunea U». 
Cunoscând parametrii lineici L’ gi С’ se cere să se determine mărimile de la începutul liniei 
U,, ] şi să se reprezinte în planul complex. Aplicaţie numerică: L' = 1 mH/km; С`=0,011 
puF/km; | = 400 lan; f= 50 Н Uz = 110 kV; P = 30 MW; cosg = 0,8. 


dn Solutie: Mărimile de la începutul liniei se exprimă funcție de cele de la sfârşitul ei cu 
relațiile : 


Ш- Uachyl + Zo Lshyl 


] = lachy! Уу 
^ Zo 


= 185 ~ 


Constanta de propagare а liniei are valoarea : 


154ZY = ю С = ўл50%/107% 11.107! = j1,05:1021/m 

Alegánd tensiunea Uz după axa reală U, = Us; curentul 1; va putea fi exprimat în 
complex in forma 1, = Icos, - jainp2), deoarece consumatorul are caracter inductiv şi 
curentul este defazat în urmă faţă de tensiune. Din Р; = U;I;cosq; rezultă : 


Le 307107. 3404 și în complex: 1, = 3408 - j0,6) = 273 - 205. 
110-10? -0,8 . 


Tmpedanța caracteristică a liniei are expresia: a- Es E- us =300 02. 


Funcţiile hiperbolice din relațiile lui U, gi I, pot fi înlocuite cu funcții trigonometrice, 
deoarece ү = |р # chjBl = cospi; shjBl = jsinpl си pl = 1,05-10? . 400= =0,42 rad = 24? se 
obține: 

U, = 110-10? cos24? +(273- j205)-300jsin 24°, 
3 - А 
1, -(273- j205)cos24? + HOEL jsinza?. е 
Efectuánd calculele rezultă: U; = (125 + j33,4)1 0? V;U, 7130kV;I;7 (248 - |38) A; I; 
= 250 A. 3 
Deoarece linia considerată este fără pierderi, puterea de la 
începutul liniei P, trebuie să fie egală 'cu cea de la consumator 
P5; într-adevăr : 2 
і м 30 а= Вол) =Веб105- заа + 910] -30 1 W=P,. 
Va Factorul de putere la inceputul liniei are valoarea : 
EN и Р, 30.10 


Mărimile de la intrare sunt prezentate în planul complex in 
Fig,5.107 fig.5.107. s 
Aplicația 3. О linie fără pierderi, de lungime | are impedanja de intrare la 
' funcționarea în gol Zio бі scurtcircuit Ziy Să se determine parametrii Плес L' gi С". 
Aplicaţie numerică: Zio” -110000; Zıx = |4000; f= 50 Hz, | = 200 km. 
A кү ЕНТ U, _ Uschyl + Zoloshyl 
Solutie; Din expresia impedantei de intrare: Zi Si өсе =з se 
“жі роу + z shy 
£o 


chyl / қ " 
obține la funcționarea în gol, № = 0: Zio = Zo hri respectiv la funcționarea în 


scurtcircuit , О; = 0: 
Zu = Za SE Linia fiind fără pierderi ү = jP și ehyl = sinfl; chyl = cosfl, rezultă : 
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Li 
i(t) 2i, ia БЕ i + sin(ot + ү E (6.14) 
Dacă cuplarea are loc la timpul t = 0, când и = 0, atunci 
R қ 
(0) = +, las T (6.15) 


Dacă cuplarea are loc la un moment t = 0, când y = q, componenta tranzitorie 
dispare, iar curentul are valoarea: i(t)- JalIsinot .Dacă LA > ф rezultă o componentă 
tranzitorie і,< 0. 


6.1.2 Circuite cu rezistenţă şi capacitate 


Se consideră un circuit cu rezistența В. я capacitatea C legate in serie și alimentate la 
tensiunea momentană u, care produce în circuit curentul momentan i. Se obține ecuația 


diferențială neomogenă (fig.6.4) : 
Ri*u-u, b (6.16) 
Le E: * 

de =— |10 ; ы К 6.17 
unde с fi (6.17) 
i= cx ко. (6.18) 

Din fig.(6.16) şi (6.18) se obține-ecuația diferentailà (6. 19) бі soluția ei (6.20): 
(6:19) 
u,(t) =u (t) + и, (0). E : (6.20) 

t 
Componenta u,(t) are expresia © щ(0) = Ae RC, (6.21) 
şi reprezintă soluția generală a ecuației omogene R 
t=0 


P б 


= 191 - 


Ф j 


кс +u =0, (6.22) 
iar componenta u(t) este o soluție particulară a ecuației (6.16). Constanta A se determină 
din condiția iniţială, 

м. (0,) = u(0.) = чо (6.23) 


Relaţia (6.23) exprimă continuitatea tensiunii u, in momentul t = 0 al cuplării (sau 
comutării) circuitului. 

Aplicația 1. Să ве айе curentul i dintr-un circuit cu rezistența R gi capacitatea C 
legate in serie, care ве cuplează la o sursă ideală de curent continuu, cu te.m. U. 

Din (6.19) se obține : 


du, 1 "t [ 


U А ^ EG кс 
ағ за“ "ac soluţia u.(t)=u, + и, = Ae RC +U, unde ш = Ае RC 
reprezintă componenta tranzitorie, iar u, = U - componenta permanentă, la timpul t = co, a 
tensiunii ре armăturile condensatorului. Constanta А se obține din condiția u(0)=A+U=0, 
deci: A = -U şi rezultă (fig.6.4): 


t 
«t i| 


Constanta de timp T; = RC, reprezintă subtangenta in 
sau i din fig.6.4. Curentul i se obţine din (6.18) gi (6.24): 


(6.24) 


orice punct M al curbelor и. 


dt m : (6.25) 
Pentru încărcarea condensatorului este necesară o energie electrostatică: 


.1 PANE % 
№2260, iar prin efectul Joule-Lenz se consumă energia W, = [ка -lay =W, 
А 2 

adică de la sursă se consumă energia : 
W, = W+ W, = СО?. (6.26) 

Aplicația 2. Să se studieze regimul tranzitoriu produs prin decuplarea circuitului 
paralel К, C, care a funcționat în regim staționar sub tensiunea la bome U (fig.6.5). 

t 

du, 1 СС " Я 
та +55“ =0; ц. (1) = Ае FC, unde A se determină din 


condiția: u (0) = A = U şi deci (cu constanta de timp To = RC), fig.6.5 : 
t 


Din (6.19) se obține: 


u(t)-Ue ® (6.27) 


ҒАЙ 
i(t) =C du, = „Ше To 


6.28 
- R (6.28) 
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6.1.3 Circuit cu rezistență, inductivitate şi capacitate | | 


Se consideră un circuit cu rezistența В, inductivitatea L gi capacitatea C legate în 
serie gi alimentate , lat = 0, la tensiunea momentană u, care produce în circuit curentul 
momentan i (fig.6.6.a). Se obține ecuația diferențială 
liniară de ordinul doi cu coeficienți constanti, 


neomogenă: Ri + T cfi = ц. Cu notafíile: 


| du. di ац 
ш---|ІШ, і= С, —= <, oate 
cu pg a 
scrie: 
du du, 
LC d +С + Uu, zu, (6.29) 


a cărei ecuație caracteristică: ГС + rRC + 1 = 0, are 
rădăcinile: 

Е РҮ Те 

1 Le РҒАН 


ГЕ RE d lx 2d: 
; 2L Va LC 


Soluția ecuației diferențiale (fig.6.29) este: u(t) = 

u(t) + u(t), unde u,(t) reprezintă solufia- generală a 
2 : 

4 ы: s Rei и, =0, iar 
dt dt 
т) este o soluție particulară a ecuaţiei neomogene 
(6.29), care poate fi chiar soluția de regim 
permanent. În funcţie de valorile rădăcinilor 
тү şir» ale ecuației caracteristice (deci in funcție de 
Fig,6.6 valorile elementelor de circuit R,L,C), soluția generală 


(©). are următoarele expersii: 


ecuației omogene: LC 


R? i ЖА 
- pentru —— >тс (rădăcini reale, negative gi distincte, rj; = -a + b): 


412 ; 
u(t) = Ae"! + Ве?! = e" (ac^ * Be"); (6.30) 
Re 1 Qe es Е Е 
- pentru 17 “іс (rădăcinile reale, negative gi egale, г = r; = -a): 
u,(t) = e^" (A + Bt) (6.31) 
2 
и Л x 
- pentru 47 < тс“ rădăcinile complexe, conjugate, ri» = -a*jb) 
u(t) = (Acosbt + Bsin bt)e^" . (6.32) 
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În toate cazurile, constantele A și B se determină din condiții inițiale. | 

Aplicaţie. Să se studieze regimul tranzitoriu la un circuit cu rezistența R, induc- 
tivitatea L şi capacitatea C legate in serie, care se cuplează la o sursă ideală de curent 
continuu, cu t e.m.U, la timpul (= 0. з 
d^u du i : 

€ + RC— + u, = U, cu soluţia generală u; (6.30), 

di? dt 
(6.31) sau (6.32) si soluția particulară uz = U (componenta permanentă, la timpul t = оо, a 
tensiunii pe armăturile condensatorului). 


Din (6.29) se obține LC 


Soluția generală este: 
1. Pentru R? sh id 30) 
4E i16. : 
u= Ae"! + Bet gi rezultă: о, (0) = uj + u; = Ае" + Be?! +U; 
(= с“ = (Ает! + raBe'2). Constantele A si B se determină din condițiile: (0) 
= 0 gi (0) = 0, formându-se sistemul: A+ В + U = 0; nA + r;B = 0 cu soluțiile : 
ASU— şi B=U n TION HS кае 
n-n 2 T2 -f = «2L. Val LO 


Tensiunea condensatorului şi curentul din circuit sunt reprezentate in fig.6.6.b 
(regimul aperiodic). Valoarea maximă a curentului este i, = i(ta). Timpul t se-obține din 
In. i 

n 
| 2b- : 
Punóul de inflexiune P. al curentului are coordonatele:t, şi i, unde i, = i(t), iar t, se 


di _ 2 A arit 2n4mt |. n. мН 
TE = ^e +82 Ве”")=0; t, = 


di 
obține din: =т= с(г'Ае"' +т?Ве"!)= 0; t2 21, 


Sarcina electrică q a condensatorului: q = fidt = C(A + B)= CU. 
0 


в 1 
2. Pentru — = — (6.31 
Pentru A Qc 63) 
Soluția generală este: ш = (A + Веб, gi rezultă: 


u,(t) = uj + uj = (А + Ві)е +U; i(t)= сб. Ce" "[B - a(A + Bt). 


Constantele A gi В se determină din condiţiile: u;(0)-0 şi 1(0)=0, formându-se 
sistemul: A + U = 0; B- aA = 0, си soluţiile: A = -U, В = -aU. Rezultă regimul aperiodic 
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Е 
Din —=0 şi К 0 se obțin mărimile: t ЕЕ. 
E wid x Та 


i ita) E, i; " Кы) = 2S. 


Я R 1 Я 
3. Pentru те (6 
en! an « LC (6.32) 


Soluția generală este: u, = (A cosbt + Bsin bt)e * şi rezultă : 
м. (О = щ + и, =(Acosbt + Bsinbtje* +U; 


3E = Ce " (C, cosbt - C, sinbt), unde: C, = bB-aA şi C; = aB+bA. 
Constantele A gi. В se determină din condiţiile u4(0)-0 si i(0)=0, rezolvând sistemul: 


А+0=0; bB-aA = 0, cu soluţiile: A = -U şi В = >80. Rezultă regimul oscilant amortizat 


(8g 6.6.0) | 

Е dst BL. sl ы айра à 
ue(0)= U|1- (оов «ные ro Wt)zCU Б e "sinbt, sau: iiz 
-— i scu +e? е şi i2 = пы Din жі; 


0 ai = 0, se, obfin' mărimile: 
dt Б а“ 4 


e 
ta = arctg, i, ії 2106); ti = (вав 5 Uu ўка), k70,1,2,...; i, Zi). 


6.2 METODE OPERATIONALE 


6.2.1 Transformata Laplece 


Transformata Laplace a unei funcţii original f(t) se notează cu (ҚО) sau F(s) şi se 
obţine din integrala Laplace 


4(f(t)]- F(s) = filea (6.33) 


unde s este un număr complex (nesubliniat în mod conventional) de forma: s=a+jb; 
1= УЛТ. Transformata Laplace are următoarele proprietăți mai importante 
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- este liniară 4[Af, (t) + ве,(0)]= А 416(9)]+ B 469] 
~ poate fi aplicată decivatei funcției original 444 = sF(s) - Қ0) 
- poate fi aplicată integralei funcției original 4 col = 10 

0 


Pentru a efectua transformata Laplace а unei functi original f(t) aceasta se introduce 
în integrala Laplace (6.33) si apoi se rezolvă integrala. Fie de calculat transformata 
(imaginea) funcției exponenfiale: ft) = г Din (6.33) se obține succesiv: 

a 21 з-й 24 Anahi = 1 
«le Іі e. s == 
în mod similar se obține imaginile diverselor funcții original. În tabelul 6.1 se dau 
originile fit) şi imaginile respective F(s) ale unor funcții mai uzuale. 


Tabelul 6.1 
[ M0 | 


| Poz | [n = 
RUE ш 
Ф +0? 
соңФї+Ф) 8с05ф — 0 sine 
52 +0: 
290 — 
(в +o?) 
1 я 12. tcosot аа? 
(#+а) (и Я а) 
(sta) (в+а)* +0? 


1 M. | e^* сової s+a B 
1 


6.2.2 Legea lui Ohm gi teoremele lui Kirchhoff in formá ională 


ETE 


Pie circuitul serie R,L,C fără cuplaj magnetic, care, la timpul t = 0 se cuplează la o 
sursă de t.e.m. sinusoidală, и = /2 sinat. Rezultă expresia cunoscută: 
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u=Ri+ LE + fidt, unde i este curentul din circuit Cu proprietățile transformatei 


(6.33) se obține: (в) = RI(s) + sLI(s) + xli) = (в қы L) (6), unde: 


Z(s)-R4 sL+ | , (6.34) 
reprezintă impedanta operațională a circuitului cu conditi inițiale nule. Rezultă legea lui 
Ohm în formă operațională: Е 

U(s) = Z(s)I(s). | UNE EN (6.35) 

T el: [ui Kirchh ff sunt a si (6.36),(6.37) 
eoremel [ui off sunt: SE .36)(6.37) 
Y Z(s)(s) = ZU(s) 
Tensiunea u = A2Usinet are imaginea NE 6.1)... 
U(s) = 421 3. 6 (6.38) 


cm n i re eră nt a 


ттш 0002 49-2. uti x TE (6.39) 
Y La circuitele paralele cu К.Г, с, pisanie operational este озшш din relaţia: 
1 edu 1 ul zi : T ; 

ЕТЕ RE +С ТЕ тте He (6.40) 
Pentru circuite cu pem 20) 246). 20) in paralel, rezultă impedan(a 

echivalentă; ` Уа] = | (6.41) 

Pentru un circuit mixt: 7\(8) în serie cu grupul 2,4) și Zy(s) în paralel, impedanta 

Za (5)2.3 (6) 
echivalentă este . $) = 2\(6 XT (6.42) 
2 А (s ) + 2 5) + 7. 3(в) 


Aplicația 1. Sá se determine curentul i dintr-un circuit cu 
rezistența К şi inductivitatea L legate în serie, care se 
cuplează Іа o sursă ideală sinusoidală: u= /2Usinot, 
cuplarea având loc 1а timpul t = 0, când и are valoarea zero 
(fig.6.7) 

Impedanta operațională a circuitului este (6.34): 

Z(s)-R + sL, iar tensiunea operațională are expresia (6.38): 
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U(s) = JZU -у———у. Se obține curentul operational 
+@ 


U(s) “оу 1 _ У20 FS). 


Fractia F(s) nu se regăseşte în tabelul 6.1, deoarece se descompune în fracții simple 
de foma ге = A+ гше А В și C өші constante care se 
1 К ке : 

Е (е +0 ) er 
determină prin identificare: 
2 R 2 R ;. un nhieu 2 к. 
1=s(4A+B)+ вг+С + Ао +Ст, deci: А+В=0; В-+С=0; Ao *Cr-len 


L 


3 12 12 12 RL 

реч ЖОТА up Orr 
UoL| 1 В o s 

tul ional ia foi ды ў 

Curentul operational ia forma Ks) 077 OR abd cot а?) 


| j x E 
Din tabelul 6.1 se obtin originalele, t) = /2Isin e т! ташча! oma 


U „ы. OL- 2R 
unde 1=->;вшф= zie ст: 


` Rezultă curentul din circuit (бр.6.8) 


в z 
(t) = J2lsinge T -ZIsinsnot- 9) =i, i. 

Aplicatia 2 . Sà se determine 
curentul i dintr-un circuit cu 
rezistența: К, inductivitatea L şi 
capacitatea C legate în serie, care se 
cuplează la o sursă ideală de tem. 
sinusoidală, u-J2U sinot, 
(fig.6.9). Impedanța operaţională а 

circuitului oste (6.34): 


Z(s)* R +aL+ xo tensiunea 
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operațională este (6.38): U(s) = JZU т =. Se obține curentul 
5+0 
: Us) 200. 5 
operațional: (в) == = —— 
Z) 71. (e "C ate) 
L 
Rádácinile ecuației caracteristice sunt 
вот А 
ш--- -— + b 
„йаш үт Del 
Pentru Е ___, rezultă curentul 
\ Fig.6.9 : 
1(5)= VoU = 5 18 42Uo F(s). 
қ L о (Ф®+фФ%%-гпв-„) L 
Funcția F(s) ве o în fracții simple: 


AtB, D. B 
F(s)- 4 
(e +0 тр. nXs-n) та? Кер 6-5 
unde A,B,D gi Е sunt constante reale, care se determină prin identificare (v. aplicaţia 1). 


Lsinq L cos 12: = Lcosp 
Rezultă: A =“ B= =--—| m = 
EC x go t 85 7 


unde: 


Ф- arctg; X= aL- Z-X4R^«X?, 
Soluțiile ан se introduc їп басра қа) descompusă бі rezultă expresia 
curentului operațional: Mp) = е, +2 z Dle 1 ) 


+0? osto? son  s-n/ 
Din tabelul 6.1 se obțin originalele р 
i(t) = —— а “(De ы, ве), Vlsin(at + Ф), unde: 

242 n? eL 1 
_Оуо^А +В? _ U SU nn 9С 
е Toy pego 

R +( ге 
a oC. 


Aplicația 3. Să se afle curenții din laturile circuitului reprezentat în fig.6.10, la care 
se cunosc U,R,,R» gi L. 
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Fig.6.10 
I ERA lo Ra. bo. . бе determină tensiunea орегафо- 
(в) = RR 
R|s В +R g4 ТЕН 
ЦЕ, + R2) 
: =. " U 1 RsL 
nală intre punctele A $i B: UAs(s)- 1, ($) 2 дв (5) = т оү 7 
ы В, +51. 


Rezultă curenții din  ramurile paralele: 


_ Ual’) _ Ш “> 1 ; 
Е. RR RES 
| В, + R2) 
U A» (5) | 
s) Uit 1 
DEP ET Rr ис 7 | Е 
3 "TR, R) 


Fig.6.11 


verificá: Уцв)=0. Din tabelul 6.1 $e obţin originalele curenților tranzitorii (fig.6.11). 


t ET 5% 
DE... Ra ы. {үг U ER S 
wot RI Re | i2(t) E eR ; sog e 9|, unde T, 


В, +В. 
este constanta de timp: Tp=L RR 
1 


Alte aplicaţii simple sunt prezentate în fig.6.12 - 6.15 
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4 
Alte aplicaţii simple sunt prezentate in fig.6.12 - 6.15. 
| R L U i 


| _ [EC i Ec | 
(«өр | 
LC 


T [cm t 
i(t)= U,j— 
(t) Ur иш 


Fig.6.12 


Circultul real 


A p L 
2L Ya LC 


‚ Uls) 
(condiții inițiale nule) 
Li(0) =0 
U.(0) z 0 
5 
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(Regim aperiodic) 


= ч 


(Regim aperiodic critic) 
U z U 
I(s)= (= >te" 
= 90-0 
п=г;=г=-а 


2 


(Regim oscilant amortzat) 


U 
()-----гттІ 
E (9 L(s- n Xs- r) 
‚ Цей – ет 
(б=т n-n 
паа += -a-jb 


Кое“ лы 
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аб 


268) = 


U(s) = Ыы 


1 ) 
1 eu EN 
[ss в 


1 
RC 


жеп 


(©) = cui [60+ 


"үш ПАК. 
i(t)= CU а) + ze 


Fig.6.14 


C 


[Кер 


Fig.6.15 
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Fie o latură de circuit (fig.6.16.a), la care se poate scrie: 


Rie LE e MTM eu, cuit, (6.43) 
în care, admițând cá condensatorul a fost încărcat in prealabil cu sarcina electrică 
0 
q(0) = fidt (6.44) 
- -о 
rezultă tensiunea pe condesator : р 
ы A Uh | 
= = [idt -— [idt x — | idt. (6.45) 
еме juraz 
Expresia: 
ПАРЕ 
С [idt =U.(0) a (6.46) 
reprezintă tensiunea pe condensator la timpul t = 0; deci 
; t 4 ; р Е. 
u, = U,(0) + 3. [iat : 200 (640 
C3 f 
Rezultă expresia А i 
u+u =Ri+ LË MĂ zu (os і, (6.48) 
А " dt db eC | 
а cărei transformată Laplace este: ; 
3 1 
щ&)+ Un(e) + Li(0)+ Mi, (o) - 49). (ук а (емма) 
5 в 
" r „m =Ue(0) SUE А Р 
in саге Li(0), Мі(0) şi —— sunt surse de tem fictive în formă operațională. Cu 
5. 


notaţiile Us) pentru t.e.m. echivalentă operaţională şi Z(s) pentru inpedanta operațională 
rezultă: ` 


0.6) =Щ() + Li(0) + Mi (0) - i (6.50) 

Z(s)- каа (6.51) 

U, (s) + Ua (в) = (в) 2 (в) + Iu (в)М (6.52) 
Torema intái a lui Kirchhoff în formă operațională este: 

Уц) =0 (6.53) 


Dacă se scrie (6.52) pentru toate laturile unei bucle închise și apoi se însumează 
expresiile, se obține "teorema a doua a lui Kirchhoff in forma operațională” (în care se 
admite 1м=0); 


Z Zls)i(s)= Х9.(6) (6.54) 


unde YU, (s) = 0, deoarece bucla esto închisă. 
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{гсш j entale gi L laturi, 
pentru a studia (a rezolva) un circuit cu N noduri, B ^ К ar o 
condiții iniţiale nenule, prin 
Mu e A metoda transformării La- 
| diam place, se stabilegte cir-cuitul 
ы “2 cd м“ operational, avánd laturile 
OR ом similare celei din fig,6.16.b, 
n la care se poate atașa relația 


шісі (6.49), apoi se воли de (N- 
\ + - А с 

titol : и de B 

п SNC rm O о \ DO 1) ori relaţia (6.53) si de 3 

BI Mol ja 002 ori relaţia (6.54), se rezolvă 

а sistemul de L ecuaţii cu L 


necunoscute in l(s) şi se 
efectuează transformarea 


Fig.6.16 Laplace inversá: 


it) = 2" (I8) (6.55) 
pentru fiecare curent din cele L laturi ale circuitului, utilizând una din metodele de 


inversiune sau tabelele cu transformate Laplace. 


Aplicația 1. Circuitul din fig.6.17 este alimentat în regim permanent la te.m.U,, cu 
întrerupătorul К deschis. La timpul t = 0 se închide intrerupátorul. Să se afie tensiunea din 
secundar uz = u;(t) ştiind că К, = R; = R (deci, din motive de simetrie, і = i! și i; = ij). 
EU 


Din condițiile inițiale se obține: Li(0) = La "M ET | 
2 К, +5 R+2R, 
Rezultă sistemul: |, (5) = I(s) + I5 (s Ri (6) + 281,8) = 01, 
U, am. 
Кқ 


sLI(s) ~ 21; А р 
(5) - R1, (5) = Li(0) = din care se obţine 1(5) prin eliminarea 1,(s) gi 168). 
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Deci О, ($) = sMI(s) - Mi(0); i(0) = [37138 
1 


_ __ UIMRIR + А) 
L(R-2R,(R,*2R) 7, L(R,*2R) 


Rezultă originalul: о, (t) = ae" =ае 10. 
Aplicația 2. Circuitul din fig.6.18 funcționează in regim staționar cu întrerupătorul К 
închis. La timpul t=0 întrerupătorul se dechide. Se cere i(t), dacă u,(t)= U, sin(ot + y) si 


u(t) = Uz (c.c.). 
R “ Lito) 


0 (8) Its! 
а. b. U, isi 
R2 Ùk to] 
5 
Fig.6.18 
: U,sin 
Rezultă: шелді се), 97 aretg Г оо) # Us 0, ($) = 
(к +1) 
U,(ssiny + © cos Ы 
ШОБ „Бөйү +обоу) ‚ 245) = TEN 
5+0 .'sC 
U 9 + 0,9) + Lig - 0:0) 
$)- 
= Z(s) 
După înlocuirea mărimilor cunoscute se obține: 
е 8 5 1 
= le +А, d lisi ies ч на * unde А, А», А; Я A, depind 


de valorile Ra, Ra, L și C, iar. AGER, (BR) "тЫ: 


Rezultă: i(t)= A, cosot + A; sinoat + Азе"! + A ger! 


